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Exercice 1.
Soit x € |0, 4+o00]. Calculer

/o
/ In(22 cos?(t) + sin®(t)) dt =: g(z). (1.1)
0

Justifier toutes les étapes.

Indication. Calculer g’ et en déduire g, en observant que g(1) = 0.

Solution

D’apres le théoréme de dérivation des fonctions dépendant d’un parametre (cf. cours, § 5.1,
deuxiéme théoréme), g est continfiment dérivable sur R%. Soit x € R% \ {1}.

T

2 x cos?
g (z) = / 2 O __ g (1.2)
0

x2 cos?(t) + sin®(t)

(avec z := tan(t))

+o00
2z 1
_ 1.
/0 x2+z21—|—z2dz (1:3)
+o00
2z 1 1
/0 1—x2(z2+x27z2+1>d2 (1.4)
2z . 1 Z
=1 Zlgf@(; arctan(;) — arctan(Z)) (1.5)
™
=T33 (1.6)

Les intégrales généralisées sont absolument convergentes (en fait les intégrandes sont strictement
positives sur [0, +o0[). En cas de doute sur la manipulation des intégrales généralisées sur [0, +00],
intégrer d’abord sur [0, Z] puis étudier lim,_, .

La continuité de ¢’ en 1 assure que ¢g’(1) = 7/2. On obtient

g(m)zg(m)—g(l):/1I1L+tdt:7rln<1—'2_x). (1.7)

Exercice 2.



Définissons f: R — R par
Ve eR, f(z)= / sin<x\/ 1+ t2) dt. (2.1)
0

Montrer que f admet un minimum local en 0.

Solution

Soit € R. La formule de dérivation d’intégrale paramétrique (cf. cours, §5.2, premier
théoréme) donne

x

f(x) = sin(x\/ 1+ :52) + / V142 cos(x\/ 1+ t2) dt ; (2.2)

0

en particulier, f'(0) = 0.
Etudions maintenant f” :

f(x) = cos(x\/ 1+ :U2> X ( 1+a22+ \/%)
1+ a2 cos(:v\/ 1+ x2) — /I(l +2) sin(x\/ 1+ tQ) dt; (2.3)

0

en particulier, f”(0) = 2. Ainsi, f admet bien un minimum local en 0.

Exercice 3.
Soit —oo < a<b<ooet f:a,b] = R™ ti f(t) = (fi(t),..., fu(t)), une fonction continue.

Prouver que
b b
/ f(t)dtH< [ 15w

ol | - || est la norme euclidienne.

Solution

Premiére méthode. Chaque fonction f; : [a,b] = R, i =1,...,m, est intégrable, ainsi que la
fonction g = || f| : [a,b] — R,, étant une composition de fonctions continues sur [a, b]. Notons
v € R™ le vecteur de composantes v; = j(;b fi)dt, i=1,...,m. Si v =0, 'inégalité est évidente.
Si v # 0, alors

lol* =

m b m
=Soun= [ Souswar< [ lison

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et on peut diviser par ||v| & gauche et a droite.
Deuxiéme méthode :

[

’ﬂ*)OO

b
f (t)dt

n

lim Z b_Taf(a +(b— a)k/n)

(a—|— —a)k/n H— lim i
n—oo 1=

= lim
n—o0

i b_Taf(a + (b— a)k/n)

k=1

( +(b—a)k/n H—/Hf (t)]dt.




Cette deuxiéme preuve est valable pour toute norme.

Exercice 4.

QCM 1. Soit la fonction f: R? — R définie par f(z,y) = = +x2e¥*¥). Alors la matrice hessienne
de fen (z,y) est

[] esintw <x2( cos(y)? — sin(y)) 2z cos(y)) [] esin®) (

W (

2x cos(y) —a?sin(y)

2 2x cos(y) )

2x cos(y) 2
2z cos(y) )

2z cos(y) x2( cos(y)? — sin(y))

2z cos(y)  x?cos(y)?

(] et ( 2 2z cos(y) )

QCM 2. Vrai ou faux?

Q1

Q2 :

Q3 :

Q4

Soit une fonction f: D — R et soit (2, y,) € D ou D C R? est ouvert. Si lim  f(z,y)
(z,y)—=(z0,Y0)

existe, alors f est continue en (zg, yg).

Soit une fonction f: A x R — R et soit (zg,y9) € A X R, ou A C R est ouvert. Si

lim f(z,yy) existe, alors lim f(z,yo) existe.
z—xg (z,y)—=(0,Y0)

Soit une fonction f: R? — R, ry > 0 et une fonction g: ]0,r[ — R avec hI(I)l g(r) =
r—0+
0. Si |f(rcos(p),rsin(p))| < g(r) pour tout r € ]0,r[ et tout ¢ € [0,2n], alors

lim z,y) = 0.
(m»y)%(oy())f( v)

Soit une fonction f: R? — R et soit une fonction g: |0, o[ — R avec lim+g(r) =0. 951l

r—0
existe une valeur ¢q de ¢ € [0, 27 telle que |f(rcos(pg), rsin(pg))| < g(r) pour tout

r € 10,00, alors  lim z,y) = 0.
10,00, alors lim f(z.y)

Solution

(O}

Q2 :

Q3 :

Q4

Réponse : faux. L’existence de la limite ne suffit pas, il faut en plus que cette limite

soit égale a la valeur de fen (xg,yg), c’est-a~dire que lim flzy) = f(zg, yo)-
(z,y)=(%0,Y0)

Réponse : faux. Considérons A = R, (z9,7,) = (0,0) et f: R2 — R donnée par

f(0,0) = 1 et f(xz,y) = 0 pour (z,y) # (0,0). Posons encore g(z,y) = f(x,0). On

obtient lim f(z,0) = lim 0 = 0, mais lim ¢g(z,y) n’existe pas car lim g(x,0) =
z—0 z—0 (z,y)—(0,0) z—0

lim f(z,0) =0 et lim g(0,y) = lim f(0,0) = lim 1 = 1.

z—0 y—0 y—0 y—0

Réponse : vrai. Soit € > 0. Comme 1Lr(r)1+g(r) =0, il existe § € ]0,7¢] tel que |g(r)| < e

pour tout r € ]0,4]. D’ou |f(rcos(<p)jrsin(ap))| < g(r) < e pour tout r € ]0, ] et tout

¢ € [0,27[. Ainsi |f(z,y)| < € pour tout (z,y) € R? tel que 0 < ||(x,y)| < 6.

Réponse : faux. Contre-exemple : soit f(x,0) = 0 pour = € ]0,00[, f(x,y) = 1 sinon,

et soit g(r) = 0 pour tout r € |0, 0o[. Alors pour ¢ = 0, on a pour tout r € |0, o],

0=|f(r,0)] = |f(rcos(0),rsin(0))| = g(r),

mais la limite  lim  f(x,y) n’existe pas.
(z,4)—(0,0)
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