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Exercice 1.
Considérons l’espace 𝑀(𝑚, 𝑛) des matrices réelles de taille 𝑚 × 𝑛. Nous noterons ‖⋅‖2 la norme

euclidienne de R𝑚 et celle de R𝑛, indifféremment.
1) Montrer que 𝑀(𝑚, 𝑛), muni des opérations usuelles de somme des matrices et proportion

par un scalaire, est un espace vectoriel.
2) Considérons l’application

|||⋅||| ∶ 𝑀(𝑚, 𝑛) → R+, |||𝐴||| = sup{
‖𝐴𝒙‖2
‖𝒙‖2

∶ 𝒙 ∈ R𝑛 ⧵ {𝟎}}, (1.1)

appelée « norme spectrale ».
a) Prouver que |||⋅||| est bien définie sur 𝑀(𝑚, 𝑛).
b) Prouver que |||⋅||| est une norme sur 𝑀(𝑚, 𝑛).
c) Montrer que le supremum de (1.1) est un maximum, i.e.

∃𝒚 ∈ R𝑛 ⧵ {𝟎} ∶
‖𝐴𝒚‖2
‖𝒚‖2

= |||𝐴|||. (1.2)

3) Considérons l’application

‖⋅‖𝐹 ∶ 𝑀(𝑚, 𝑛) → R+, ‖𝐴‖𝐹 = √∑
𝑖,𝑗

𝐴2
𝑖,𝑗, (1.3)

appelée « norme de Frobenius ».
a) Montrer que ‖⋅‖𝐹 définit également une norme sur 𝑀(𝑚, 𝑛).
b) Trouver deux constantes strictement positives 𝐶1, 𝐶2 telles que, ∀𝐴 ∈ 𝑀(𝑚, 𝑛),

𝐶1|||𝐴||| ⩽ ‖𝐴‖𝐹 ⩽ 𝐶2|||𝐴|||. (1.4)

Exercice 2.
Soient 𝑓 ∈ C2(R2,R) et 𝑎 ∈ R∗.

1) On effectue le changement de variable suivant :

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢 + 𝑣
2𝑎 , 𝑢 − 𝑣

2 ) (2.1)

Calculer ∂𝐹
∂𝑢

, ∂𝐹
∂𝑣

et ∂2𝐹
∂𝑣∂𝑢

en fonction de ∂𝑓
∂𝑥

, ∂𝑓
∂𝑦

, ∂2𝑓
∂𝑥2

et ∂2𝑓
∂𝑦2

, où 𝑥 et 𝑦 représentent respecti-
vement la première et la seconde variable de 𝑓.
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2) Montrer que si 𝑓 vérifie

∂2𝑓
∂𝑥2 (𝑥, 𝑦) − 𝑎2 ∂2𝑓

∂𝑦2 (𝑥, 𝑦) = 0, (2.2)

alors il existe 𝑔, ℎ ∈ C2(R,R) tels que 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑎𝑥 + 𝑦) + ℎ(𝑎𝑥 − 𝑦) sur R2.

Exercice 3.
Écrire le développement limité à l’ordre 3 et au point (1, 1) de la fonction

𝑓 = (𝑥, 𝑦) ↦ e𝑥𝑦,

en utilisant le développement limité à l’ordre 3 de la fonction 𝑢 ↦ e𝑢 en 0.
Indication. Écrire 𝑓(𝑥, 𝑦) = e1+𝑢, où 𝑢 ≔ (𝑥 − 1) + (𝑦 − 1) + (𝑥 − 1)(𝑦 − 1). Justifier toutes les
étapes.

Exercice 4.
Soit 𝑓 ∶ R3 → R la fonction donnée par

𝑓(𝒙) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ((𝑥1 − 1)2 + (𝑥2 − 2)2 + (𝑥3 − 3)2)
1/2.

Écrire le polynôme de Taylor de degré 2 de 𝑓 en (0, 0, 0).
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