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Exercice à rendre 1.
Soit 𝐸 ⊂ R𝑛 fermé et non-borné. Soit 𝑓 ∈ 𝐶0(𝐸,R) telle que lim‖𝒙‖→∞ 𝑓(𝒙) = +∞, i.e. ∀𝑐 ∈

]0, +∞[, ∃𝑀 ∈ ]0, +∞[, ∀𝒙 ∈ 𝐸, ‖𝒙‖ ⩾ 𝑀 ⟹ 𝑓(𝒙) ⩾ 𝑐.
1) Montrer que 𝑓 admet un minimum global sur 𝐸.
2) Montrer que si 𝐸 est convexe et 𝑓 est strictement convexe, alors il existe un unique point

où le minimum est atteint.
3) Montrer que si 𝐸 est convexe et 𝑓 est convexe, alors l’ensemble de tous les points de minimum

de 𝑓 est convexe.
Rappel 1. Une fonction 𝑓 ∶ 𝐸 → R est convexe si pour tous 𝒙, 𝒚 ∈ 𝐸 et pour tout 𝛼 ∈ [0, 1] on a

𝑓(𝛼𝒙 + (1 − 𝛼)𝒚) ⩽ 𝛼𝑓(𝒙) + (1 − 𝛼)𝑓(𝒚).

Si cette inégalité est stricte pour tous 𝒙 ≠ 𝒚 et pour tout 𝛼 ∈ ]0, 1[, alors 𝑓 est strictement convexe.
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