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Exercice a rendre 1.

Définition 1 (Fonction a support compact). Soit f : R™ — R une fonction continue. La fonction
est dite « & support compact » si et seulement s’il existe un sous-ensemble compact de R™ en
dehors duquel f est nulle. Nous notons C¥(R™) I'espace de fonctions C*(R™) & support compact.

Définition 2 (Produit de convolution). Soient f et g deux fonctions réelles. Si elle existe, on

appelle « produit de convolution » — ou « convolution » — de f et g la fonction
+00
(fxg)=zr f(t)g(x —1)dt. (1)
—0o0

Définition 3. Soit £ C R" et f: E — R bornée. On note

Iflloo == sup{[f(x)

cx € E}. 2)
[lloc €St une norme.

Soient f € CQ(R) et g € Ck(R).

1) Montrer que f * g € C*(R).

2) Soit g € C°(R), non négative, non nulle sur [—1,1] et nulle en dehors de [—1,1].' Pour
tout n € N*, définissons

o() o= 2000) (1)

S

Notons que g,, est nulle en dehors de [—1/n,1/n] et &gn = 1. Montrer que f,, := f*g, €
C(R), et que Ve € 10, +o0[, In* € N* : Vn = n*, | f, — floo < €. On dit dans ce cas que
fr, converge uniformément vers f lorsque n — oco.

Indication. Nous pouvons écrire f(z) = f_o:o f(x)g,(t)dt grace au fait que f_o:o gn(t)dt = 1.

1. Un exemple commun de fonction satisfaisant les hypothéses de cet exercice est

1

221 & _

e {5 o
0 sinon.
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