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Démonstration alternative du Théoréme de Cauchy-Lipschitz version globale. La démons-
tration est tres similaire a celle du théoreme 9.28 de Cauchy-Lipschitz local.

i) On va d’abord montrer qu’il existe une solution sur tout sous-intervalle fermé et
borné de I contenant ty dans son intérieur. Soit J C I compact tel que ty € J , L >
maxe g U(t) et Jo = [to — i, to+ i] N J. Alors, I'application ¢ : C°(Jp, R™) — C9(Jo, R™)
définie par ¢(v)(t) = up + ft'; f(s,v(s))ds, t € Jo, est contractante. En effet, pour tout
vi,va € C%(Jp,R"™) on a

max [$(v1)(t) — $(va)(t)]| < max / I£(s.v1(5)) = £(5, va(s) s
1
< x| [ €69 - va(o)ds| < maxllva () - va(ol

Par le théoréme de point fixe de Banach on a alors une fonction u(® C°(Jo, R™) point
fixe de ¢ qui est, en particulier, de classe C! et solution du probleme de Cauchy sur Jo
Si Jy = J on a terminé. Si Jy est strlctement inclus dans J, supposons t; =ty + 5 L eJ
(I'argument est identique si t_1 = tp — 3 L eJ ) et considérons le probleme de Cauchy
avec donnée initiale (t1,u;), avec u; = u(®(¢1). Par le méme raisonnement que ci dessus,
on montre l'existence d’une solution u(® : J; — R™ de ce probléme de Cauchy sur
lintervalle J; = [t; — i, t1 + i] N J. On peut donc définir la solution u : JyU J; — R"?
par u(t) = ul®(t), t € Jo, et u(t) = u(t), t € J; \ Jo, qui est bien de classe C' et
solution du probléme de Cauchy u(ty) = up sur Jy U J; (par une vériﬁcation directe dans
Desprit du Lemme 9.6). On itere alors le raisonnement. Soit J, = [t + %72, to + SH2] N J,
n € Z; puisque J est borné il existe un nombre fini d’intervalles d’intérieurs non vides
Jpyn € {=M,...,N} (M,N > 0) qui recouvrent J, ie. J C J_pUJ_pr1U---UJn_1UJN
et une solution u : J — R™ de classe C'* solution du probléme de Cauchy u(ty) = ug sur J.

ii) Au point précédent, on a construit une solution du probléeme de Cauchy sur tout
intervalle compact J C I tel que tg € J. Grace au Lemme 9.31, cette solution est méme
unique sur J.

Soit maintenant {Jj}reny une suite d’intervalles compacts telle que tg € j(), Jp C
Jit1, Vk € N et I = UpenJy. Notons, de plus uy, : Ji, — RF I'unique solution du probleme
de Cauchy sur Ji. L’unicité des solutions entraine que uyy1(t) = ui(t), vt € Ji. On
construit alors la solution globale u : I — R" par u(t) = ug(t) si t € Ji (voir aussi
la construction de la solution maximale dans la démonstration du théoréme 9.32). De

nouveau grace au Lemme 9.31, cette solution globale est unique.
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