EPFL — Automne 2024 D. Striitt

Analyse I - SV Exercices

Série 13 12 décembre 2024
Remarque

Certains exercices consistent en des questions de type Vrai ou Faux (V/F). Pour chaque question,
répondre VRALI si laffirmation est toujours vraie ou par FAUX si elle n’est pas toujours vraie.

Exercice 1.
(i) Retrouver la formule de la Proposition 9.3 (ii) & partir de celle de la dérivée en chaine.

(7) Retrouver la formule de la Proposition 9.3 (iii) a partir de celle de la dérivée d’un produit de
fonctions.

Exercice 2.

® Objectif: Série de Taylor et fonction analytique
Théorie nécessaire: Exemples 8.15, 8.16

Montrer que la fonction f(x)

=3 1 est analytique en x( et déterminer I'intervalle de convergence
x
de la série de Taylor. Considerer les valeurs de xg suivantes :

(1) zo =0 (i) xo=2

Exercice 3.

® Objectif: Série de Taylor
Théorie nécessaire: Exemples 8.16, 8.20

Déterminer la série de Taylor de f(z) autour de g et donner son rayon de convergence et son intervalle
de convergence.
1

(i) f(z)=e>*T1 aveczy=0; (i1) f(z) = T avecwo = 2.
x

Exercice 4.

® Objectif: DL, série de Taylor
Théorie nécessaire: Théoreme 8.2, exemple 8.9, 8.11 et/ou definition 8.14, exemples 8.15,
8.16

Trouver les coeflicients des quatre premiers termes ag, a1, as, as de la série de Taylor autour de g = 0
des fonctions f suivantes :

(i) f(z) = log (1 - w) (i) f(z) = arctan(z)
(#) f(x) = tan(z) () f(z) =/1+tan(z)

Exercice 5.



® Objectif: Rayon de convergence, intervalle de convergence
Théorie nécessaire: Exemple 8.20

Déterminer le rayon de convergence et 'intervalle de convergence des séries entieres données ci-dessous.

Q) :iloin "

) 3

(i) f(—l)"%
=

() 3 S50 (o o

Exercice 6.

® Objectif: Calcul de primitive

Trouver des primitives pour les fonctions f suivantes :

(1) f(@) = sin(z) () fl@) =+

(i1) f(x) = cos(x) 1 o 1-e

(7i) f(x) = tan(x) (zi) f(z)= 122 (utiliser le point précédent)
(Z"l)) f(l’) =€’ 2

(v) f(x) = sinh(z (zit) f(x) = 1- 22

(vi) () = cosh(z) )

(vii) f(2) = loga) 0 70 = @)
(viii) f(r) = (aiv) f(z) = wexp(s?)

(i) f(@) = (az+D)° (s £ 1) (30) F(2) = (as? +5)'aP (s £ —1, a,p £ 0)

Exercice 7.

® Objectif: Calcul de primitive

Calculer les primitives suivantes :

. 3z +4 sin(x 1 sinh(z
(4) de (i) /cos((x))3 de (i) /\/mdx (#) / er +( 1) d

Exercice 8.
En utilisant que si ¢ est bijective, alors

x )
[ swa= [ s

(comparer avec la formule de changement de variables donnée au cours) trouver des primitives pour
les fonctions f suivantes, avec le changement de variable = = ¢(u) indiqué :

(i) f:]-1,1[— R définie par f(z) =

1
1+a2

\/11_7362 et p: | —7/2,m/2[—]—1,1[ définie par p(u) = sin(u).

(it) f: R — R définie par f(z) = et p: | —m/2,71/2[— R définie par p(u) = tan(u).




Exercice 9.

® Objectif: Exemple d’une fonction qui n’a pas de primitive
Théorie nécessaire: Proposition 6.12, Définition 9.1

Soit f: R — R définie par
1 sizx=0
fla) = { 0 siz#0
Montrer par I’absurde que f n’admet pas de primitive.

Suggestion : utiliser le Théoréme 6.12 (voir Polycopié p. 93).

Exercice 10.
Soit I C R un intervalle ouvert non-vide et borné et soit f: I — R une fonction continue.

Q1 : f admet une primitive sur I.

Dans la suite on restreint le domaine de f a Uintervalle [a,b] C I ou a,b € I tels que a < b.
Q2 : Si /b f(z)dx =0, alors f admet un zéro en [a, b].
Q3 : Si /b f(z)dz >0, alors f(x) > 0 pour tout x € [a, b].
Q4 : Si f(z) < 0 pour tout x € [a, b], alors /b f(z)dx <0.
Soit encore F' une primitive de f sur [a, b]. '
Q5 : Si f(z) <0 pour tout = € [a, b], alors F'(z) < 0 pour tout z € [a,b].

Q6 : Pour tout x € [a,b], on a F(x) = /w f(t)dt.

Suggestion : considerez le résultat (Théoréme de la moyenne) qu’il faut montrer dans I’Exercice 12.

Exercice 11.

® Objectif: Estimations sur les intégrales
Théorie nécessaire: Proposition 9.10 (iii)

Vérifier les deux inégalités suivantes
7 1 g2 1
— < —dr < — .
100 /0 b+as 10

5
Indication : utiliser le fait que e > 5

Exercice 12.

® Objectif: Théoréme de la Moyenne
Théorie nécessaire: TAF, théoreme fondamental du calcul intégral

Soit f: [a,b] — R continue. A I'aide du théoréme fondamental du calcul intégral et du théoréme des
accroissements finis, montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que

[ st@ytr = 160~ a)



Solution des exercices calculatoires et auto-évaluation

2
Exercice 4 (i) ap =0, a1 = —2, ag =0, a3:—§
1
(’L’L) aOZO,alzl,CLQZO,(Zg:g
1
(#i) ap=0,a1 =1, ag =0, a3 =—3
’ ' 1 11
w) ap =1, a1 = g, az AT

Exercice 5 (i



