SERIE 4 - AnalyseI (Allemand). Abgabe: 30.09.2023

(A1) Multiple Choice

a) (i) Ist (zn)nen eine Folge mit |x,11] < |2,|. Dann

— hat (z,)nen eine konvergente Teilfolge. O wahr () falsch
— gilt hnrg iorgf B linl sup 2. O wahr (O falsch

(ii) Alle Teilfolgen einer konvergenten Folge konvergieren.
O wahr (O falsch

Fir eine gegebene Folge (xy,)nen heisst eine Folge (yx)ren eine Teilfolge
von (Zn), wenn Yy = Tn, mit ng € N und ny < np1, k€N

b) Seien (Zn)nen, (Yn)nen zwel Folgen.

o Ist lim, o || = 00, dann gilt lim,, o 2, = 00 oder lim, o 2, =
—00.

O wahr (O falsch

e Wenn lim,, o |25]| = 00 und lim,,—, o |yn| = 00, dann gilt lim,, o0 |5+
yn| =00
O wahr (O falsch

e Wenn z,, konvergiert, und lim,,_,, y, = 0, wobei y,, # 0, dann folgt

limy, oo % = 0.
O wahr (O falsch
e Wenn lim,, o x, = —00, wobei z,, # 0, dann folgt lim,, %ﬂ =
O wahr (O falsch
¢) Jede Cauchy-Folge ist beschréinkt.
O wahr (O falsch

d) Die Reihe

i <\/ﬁn+1 - \/nnT+11+ 1>

n=1
. . . 1
O divergiert. O konvergiert gegen 5.

. 1 2
O konvergiert gegen 9 m O konvergiert gegen 0.

e) Sei (z,) eine Folge, welche gegen 0 konvergiert. Dann folgt: Die Reihe
oo o &y konvergiert.

O wahr (O falsch

f) Seien (z,), (yn) zwei Folgen, fiir welche die Ungleichung z,, < y,, gilt. Dann
gilt: Falls die Reihe Y z,, divergiert, so divergiert auch Y ;2 yn.

O wahr (O falsch

(A2) Induktionsbeweise

Beweisen Sie mit Hilfe der vollstdndigen Induktion die folgenden Identitéiten.
Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(1) Priifen Sie, ob die Aussage fiir n = 1 korrekt ist.

(2) Nehmen Sie an, dass die Aussage fiir ein beliebiges aber nicht néher
bestimmtes n € N korrekt ist. (Induktionsannahme)
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(3) Benutzen Sie (2) um zu zeigen, dass die Aussage nun auch fiir n+1 giiltig
ist. (Induktionsschluss)

a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:

1)(2n +1
Zk2 12492 432 4. gz M0 FDERAD)

b) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:

¢) (Bernoulli Ungleichung) Sei # > —1. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N gilt:

1+2)">{1+nz), ¥YneN. (1)

(A3) Rekursive Folgen II
Die Folge (x,,) sei rekursiv definiert durch

8
gl”n -6, x9=0>5.

LTn+1 =

Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu bestimmen, ob diese Folge einen Grenzwert
fiir n — oo hat und falls ja, diesen Grenzwert auszurechnen.

a) Bestimme die reelle Zahl, welche als Grenzwert in Frage kommt.
b) Zeige per vollstéindiger Induktion, dass x = 5 eine untere Schranke der Folge
ist.

c¢) Entscheide nun, ob die Folge einen Grenzwert hat oder nicht, und wie dieser
eventuell lautet.

(A4) Reihen

Bestimmen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren. Die
Berechnung des eventuellen Grenzwertes ist nicht notig.

Tipp: Das Majorantenkriterium kann hilfreich sein. Sie kénnen das Konver-
genzverhalten der Reihe Y 3 | & mit p > 0 benutzen: Ist p € [0,1] so divergiert
die Reihe. Ist dagegen p > 1, so konvergiert sie.
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