SERIE 12 — Analyse I (Allemand). Abgabe: 09.12.2024

(A1) Multiple Choice
a) Die Taylorentwicklung zweiter Ordnung g(z) der Funktion
flx)y=2*+22>+z+1

an der Stelle o = 0 lautet:
O g(x) =1 - 22 — 42% + o(2?). O g(x) =1+ 2+ 222 + o(2?).
O g(x) =1+ 2z + 42? + o(z?). O g(x) = f(a).

b) Die Taylorentwicklung zweiter Ordnung g(z) der Funktion
flx)y=2*+22 + 2z +1
an der Stelle zg = 1 lautet:
O g(x) =1+ 2z + 222 + o(2?).
O gx)=1+(z—1)+2(z —1)% + o(2?).
O glx)=5+8(x—1)+5(x— 1)+ o((x —
O g(x) =5+8(x — 1) +5(x — 1) + o(z?).
¢) Die Taylorentwicklung fiinfter Ordnung g(z) der Funktion f(z) = sin(z) an

der Stelle g = 5 ist gegeben durch:

1)2).

O g(z) =z — ga® + {525 4 o(a®)
Og)=(e-3) -4 -5+ (@-3) +o((-3))
O g@)=(a+3)—4(@+5)" + s (@+3) +o

Os)=1-4(a- 5"+ (-9 +o((e-9)’)

d) Betrachten Sie das Taylor-Polynom ps dritter Ordnung der Funktion f(z) =
cos(x) um die Stelle z¢p = 0. Fiir welches Intervall [—a,a] C R gilt sicher

|f(z) = ps(x)| <1072

fiir alle x € [—a,a]?

O a=06 Oa=1 O a=22

O
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I
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e) Sei f € C3(]0,1[). Fiir 29 €]0, 1] gelte:
f'(@o) = f"(wo) = 0.
Dann

O hat f ein lokales Minimum in () besitzt f kein lokales Extremum
Zo. in xg.

O hat f ein lokales Maximum in () ist keine allgemein giiltige Aus-
xQ- sage moglich.

(A2) Stetige Differenzierbarkeit

a) Zeigen Sie, dass die Funktion f ist stetig und differenzierbar, aber nicht
stetig differenzierbar ist

Vx4 cos (%) fir = #0,

fR=>R, z— i
0 fir z =0.

Stetig differenzierbar bedeutet, dass die Ableitung der Funktion f ebenfalls
stetig ist.
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(A3) Klausuraufgabe von 2012

Bestimmen Sie a € R so dass die folgende Funktion fiir z € [0, 2] stetig ist

f(x) _ lfaeri)z(z) fir 6]17 2]a
a fir x € [0,1].

Nutzen sie dazu die Regel von L'Hopital.

(A4) Unendlich oft differenzierbare Funktion

Zeigen Sie, dass die Funktion
2

f:R=R, f(zx)=¢€"

unendlich oft differenzierbar ist, und dass fiir alle n € N ein Polynom p,, vom
Grad n existiert so dass

Der Grad eines Polynoms ist definiert als der grosste Exponent in dessen
Standarddarstellung als Summe von Monomen. So ist der Grad des folgenden
Polynoms gleich 7.

1227 — 232° + 32* — 622 + 92 + 3.

Hinweis: Erste Schritte rechnen und dann vollstindige Induktion.

(A5) Taylorentwicklung

Die Taylorentwicklung von Ordnung 5 von tan(z) an der Stelle zp = 0 ist
gegeben durch

1 2
tan(z) = x + g:r?’ + 1—5:35 + o(z®).

a) Berechnen Sie die Taylorentwicklung von Ordnung 5 von tan (ac — Z) an der

Stelle xog = §. Hinweis: Substituieren von y = x — 7 kann hier helfen.

b) Berechnen Sie die Taylorentwicklung von Ordnung 3 von tan(z) an der

Stelle xo = 7. Benutzen Sie sin (%) = cos (%) = %

c¢) Zeigen Sie mit der Taylorentwicklung von Ordnung 1 von tan(z) an der
Stelle zg = 7, dass gilt

|tan(:1:)ftan(%) 72(93—%) | < (ijn?((z. <17r6) ’ xe]?ﬁ;%[

sl

sl

(A6) Grenzwerte von Funktionen 1

(a) Berechnen Sie folgende Grenzwerte. Benutzen Sie dazu Taylorentwicklung
oder L’Hopital.

i) lim 1 (sinz 1 i) i rttan(z?) —
z—0 22 \sinbx 5 1 zli% 1 — cos(a?)

4sin? (z)

2 2
i) Tim &S0 ()

2—0 z2sin?(z)

(b) Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

2 2
2) lim x%log(cosh(z)) b) lim log(1 + z°)

20 (log(1 + z2))?2 20 sinh?(z)



