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Question 1:

Soit f: [0,+00[ — R, définie par f(x) := z e~ %/®. Montrer qu’il existe z, > 0 tel que f(z«) = 1. On donnera
une justification compléte. Si des résultats du cours sont utilisés, on les énoncera.

Solution : Soit f: [0,400] — R, définie par f(x) := ze %/°. Montrons qu’il existe x, > 0 tel que
fla) =1,

Rappelons d’abord le théoréme de la valeur intermédiaire:

Theoréme: Soient a < b et f € C°([a,b]). Alors pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe x € [a, b]
tel que f(x) =y.

Pour montrer l’existence de x,, on va vérifier que f satisfait les conditions du théoréeme avec deux valeurs a
et b telles que f(a) <1 < f(b). La fonction f vaut 0 en 0 et f(5) =5e~1 > 1 en 5. De plus, f € C°([a,b]).
Posonsa=0,b=5ety=1¢€[0,5. On a bien f(0) <1< f(5). On peut donc appliquer le théoréme pour
montrer qu’il existe x, € [0,5] tel que f(x,) = 1. De plus, x. # 0 car f(0) = 0, donc x. # 0. On a donc
bien trouwvé une valeur x, > 0 telle que f(z.) = 1.



°® [T N +1/3/58+

Question 2:

Soit f: R — R une fonction C* telle que f(0) = f (1) = f/(0) = f' (1) = 0.

(a) Montrez, en utilisant un ou des résultats du cours, que I’équation f”(z) =0 a au moins deux solutions
sur |0, 1[.

(b) Donnez un exemple explicite d’une fonction f satisfaisant les propriétés ci-dessus o 'équation f” (z) =
0 a exactement deux solutions sur ]0, 1.

Solution : Soit f: R — R une fonction C™ telle que f(0) = f (1) = ' (0) = f' (1) = 0.

(a) Montrons que l’équation f"(x) =0 a au moins deux solutions sur]0,1]. Rappelons d’abord le théoréme
de Rolle:
Theoréme: Soient a < b, f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur|a,b[ telle que f(a) = f(b).
Alors, il existe un ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Comme f est C* et puisque f(0) = f(1) = 0, on peut appliquer le théoréeme de Rolle pour montrer
qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c) = 0. On applique & nouwveau le théoreme de Rolle a la fonction f' (qui
est aussi C*) sur les deuz trongons [0, ] et [c,1]. Puisque f'(0) = f'(c) = 0, il existe a €]0, [ tel que
f"(a) =0. De méme, comme f'(c) = f'(1) = 0, il existe b €]e, 1] tel que " (b) = 0. Comme a < ¢ < b,
on a bien trouvé a # b sur |0, 1] avec f”(a) = f"(b) = 0.

(b) Pour donner un exemple explicite d’une fonction f satisfaisant les propriétés ci-dessus et ot 'équation
f" () =0 a exactement deux solutions sur |0, 1[, on cherche une fonction qui a deux minimums locauzx
(respectivement mazimum locauz) en 0 et 1 et un mazimum local (respectivement minimum local) entre
les deux.

Par exemple, la fonction f(x) = sin(2rx — 3) + 1 satisfait ces conditions.
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La deuzieme dérivée de sin(2rz — Z)+1 est 4cos(2mz), qui vaut 0 lorsque z = 2 — 1. n € Z. Sur [0,1],
on a exactement deuz zéros, i et %.
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Question 2:

(a) Calculer le développement limité d’ordre 2 de f(z) = arctan(1) autour de 2 = 1.

g arctan 71 _r + —1
14+ L 4 2n
n>1 n

converge ou diverge, en justifiant rigoureusement votre réponse.

(b) Déterminer si la série

Solution :

(a) Calculons le développement limité d’ordre 2 de f(x) = arctan(%) autour de xog = 1. Calculons d’abord
ses dérivées premiére et deuxiéme:

!
1 _ 2x
F@) = e

Rappelons que le développement limité d’ordre 2 de f en xzy est
2
F®) (o .
fl@)y=>" %(m —z0)* 4 o(|z — xo|™).

Cela implique également que

Autrement dit, on peut écrire

2 () (4
fo) =% fT(IO)(x — 20)* + R(2),

k=0
ol R est une fonction définie dans un voisinage de xo =1 et il existe deux constantes § > 0 et C > 0

telles que R(z) < C(z — x0)? pour tout  tel que |x — x| < & (on utilisera cela au point 2).

Calculons ce développement limité pour fx) = arctan(%):

2 k)
ry =3 W4 )
k=0 '
= arctan(1) — %(z -1+ %(z —1)? + R(x)
T 1 1

ot R(z) = O(|(x — 1)2).
Dans le graphique ci-dessous, on peut voir f en noir et le polynome de Taylor de degré 2 en 1,

arctan(l) — 2(z — 1) + (2 — 1)2, en bleu.



N N BEN +1/5/56+

1.4+

1.2 ¢

0.8 1

0.6 +

(b) Pour déterminer si la série

E arctan 71 _r + —1
14+ 4 2n
n>1 n

converge ou diverge, on va calculer arctan(H%) et observer son comportement quand n — co. Rem-
n

plagons x par 1 + % au point 1.

1 m 1 1
arctaun(1 %) =1 %(x— 1)+ e +R(1+ ﬁ)
FEcrivons donc le terme de la somme comme
T 1 T 1 1 1
t ——t —=—=—-—(z -1 —+ R(1+ —
1 1
= — + R(1+ —).
4n? + B( +n)

Par le point 1, il existe § > 0 et C > 0 tels que R(x) < C(z — 1)? pour tout z tel que |z — 0| < 6.
Ainsi, sin > %, [1+1 —1] <6, et donc R(14+ 1) < C. Le terme de la somme est donc borné quand
n>4i:

=5

T 1 1 1 1
_ = S G — =0 =.
) 4+2n*4n2+cn2 Cn2

arctan(
1+

1
n

Comme la série ), -, ?12 converge, par le critére de comparaison, on déduit que

converge aussi.



