Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)



Analyse I Corrigé 6
EPFL - Sections SIE/GC/SC

Solution 1.

Soit € > 0. Comme a,, — a, il existe N tel que pour tout n > N, on a |a, —a| < e.
Comme ny, est strictement croissante et a valeurs dans N, ny > N dés que k£ > N.
Ainsi, pour tout £ > N, on a |a,, — a] < € (car ny > N), donc comme ¢ était
arbitraire, on a a,, — a.

La premiére limite vaut e (sous-suite de (1 +
((1+2)m)172).
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)™) et la seconde /e (sous-suite de

Solution 2.
(a) Vrai. La suite |a,| est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge.

(b) Vrai. La suite |a,| converge, elle est donc bornée, d’on ||a,|| < M < |a,| < M,
et (a,) est donc bornée.

(¢) Faux. On peut prendre a, = (—1)"(1 + 1).
(d) Faux. Prendre a, = =.
(¢) Faux. Prendre a, = 2.
(f) Vrai, car elle converge.
(g) Vrai. Sim >mn, on a
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Soit € > 0. Comme % -107™™ — 0, il existe N tel que pour tout n > N, on a
3107 < e. Alors pour m,n > N, on a |am —a,| < 2 -107" <€, et (a,) est
de Cauchy.
h) Faux. Prendre a,, = \/n. Alors a, , —a, = —ptk-n_ converge vers 0 pour tout
Vnt+k+vn

k, mais (a,) diverge.

Solution 3.
(a) Sin est un nombre pair, n® —1 est un nombre impair, et donc cos(3(n®—1)) =
cos(5 (impair)) = 0. Ainsi, pour n; = 2k, la sous-suite (ag;) est constante = 0
et converge donc vers 0.

(b) Sin est de la forme 4k — 1 (i.e. sin = —1 (mod 4)), on vérifie que n® — 1 est

de la forme 4m + 2 (i.e. n* —1 = 2 (mod 4)). Donc pour ny, = 4k — 1, on a
cos(5(n® — 1)) = cos(5(4m +2)) = cos(2mrm + 7) = —1 — —1. La sous-suite
(a4x—1) converge donc vers —1.



(c) Pour nj, = k% onaa,, =VE — |[VK2] =k—k=0—0.

(d) Détermination des ny: On cherche des indices n tels que /n ~ k + 3, de sorte
que |\/n] =k et /n— |[/n] ~ 3. On prend le carré de I'équation /n =k + 3

pour trouver

1 1
= (bt )" =k +k+ ~k 4k

On pose donc n; = k? + k.
Calcul de la limite pour nj, = k% + k: On remarque que k* < k* +k < (k+1)?

pour tous k > 0. En prenant la racine, on trouve

F<VETk=ymm<k+l = |Jml=k

Ainsi, on calcule

DN | —

An, = /M — [Vl = VE2+k—k = = —
= Vi — V) =V e

Solution 4.
(a) Les sommes partielles sont

3

1 — g+ 1
Sy = ¢" = 1q — 7
=0 —q —q

car |¢| < 1,d’ou |g|"*™ — 0 (suite géométrique de raison < 1) et ainsi ¢" ™' — 0.
o0

1
Donc qu = lim S, = T2

n—0o0 — q

(b) Si|q| > 1, le terme général ¢" ne tend pas vers zéro, donc la série diverge.

Solution 5.
(a) Si p > 1, on utilise la méme astuce que pour le cas p = 2 (vu en cours). Si
Sh dénote la n-iéme somme partielle, alors (S,) est croissante (car S, =

Sp+ — n+1 > S,). De plus, en séparant les termes pairs et impairs, on a

S, < S —1+1+1+1+1+ SR —
n = P2ntl = 2 30 4p ' 5P (2n)r  (2n+1)P

1 1 "1
<142 =142y —
2A Z Qhyip = ok k; o

< 1+21 psn.

d’ou (1 —2'77)S, < 1. Comme p > 1, on a 21_p < 1 et le facteur (1 — 2'77)
est positif. On trouve donc 1’1nequat10n S, < 12—113, et (S,,) est majorée. Elle
converge donc par croissance majorée, et la série aussi.



(b) Sip <1, la série diverge par comparaison: on a kP < k et donc kip > % Ainsi
[e.e]
ap > % et la série diverge car Z z diverge (série harmonique).
k=1

Solution 6.

. . 1 1 .
(a) La série converge par comparaison. En effet, 0 < T < o donc la série
- +
1 TR 1
converge car E & converge (série géométrique avec [q] = 5 < 1)
k=0

(b) La série converge par le critére de Cauchy:

3n+2 3
lim {/|a,| = li =-<L
5, Vel = 0 475 = 2

(c) La série converge par le critére de d’Alembert:

(413 1. (D' 1

Ap+1
— =-<1.
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(d) La série converge par le critére de Leibniz (séries alternées). En effet, a,, est
alternée et |a,| est décroissante (dés que n > 2), et on vérifie facilement que

lim |a,| =0, donc on a aussi lim a, = 0.
n—oo n—o0

(e) La série diverge. En effet, si elle convergeait (et valait, disons a), alors la série

harmonique
1 /1 1 1 /1 1 =1 2
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convergerait aussi. (Pourquoi a-t-on le droit de séparer les sommes infinies en
deux ?)

sz s 2
(f) Le terme général vaut a, = -3, donc la série converge (et vaut %-).

(g) Si a, dénote le terme général, on a 'estimation suivante dés que n > 2:

7 7 7 7 1
ap =Vn?+7—n= > = > =,
n2+7+n (n+7)24+n 2n+7 " Tn n
T . 1 >
Donc la série diverge par comparaison, car a, > — (pour n > 2) et Z —
n —~n

diverge (série harmonique).

(h) La série converge par le critére de Cauchy:

lim {/]a,| = lim (1-2)" =2 < 1.
n—oo

n—oo

(i) Cette série diverge car son terme général a,, ne tend pas vers 0:

lim n(n+4)(n —3)
n—co  Tn3 +mn + 2

1
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(j) La série converge par comparaison. On a

. W Vi _ 4 2
" n (\/WJrf)_”?’/Q'

: 2 =1
Donc la série converge, car 0 < a,, < —25 et E — =2 E —= converge
n n3/2 n3/2
= n=1

- 1 _ 3
(série de terme — avec p = 35 > 1).

Solution 7.
(a) On peut soit utiliser 'exercice 3(c) de la série 4, pour trouver:

= 1 n = 1
Su=3" — I —
—~k(k+1) n+1 — k(k+1)

Ou alors, on réécrit le terme a; comme:

1 11
ay = —F———< = — — ——.
"TRk+1)  k k+1

Les sommes partielles sont donc

AP S I S IS N
" n+1 n n n—-1 n-1 2 2  on+1
Donc lim S, =1 et la série vaut 1.
n—ro0
(b) On remarque que, si ay = m, on a dés que k > 2,
1 < 1 < 1
ap = ——— < - < —— = ap_1.
"Tkk+1D) TR (k—Dk
Ainsi, en prenant les sommes partielles
n n 1 n n—1
SUED SRS SIEES 3/
k=1 k=1 k=2 k=1
et donc dans la limite lorsque n — oo:
k2
k=1 k=1 —
Solution 8.
, L. L, L. _ 1 e
(a) Clest une série géométrique avec ¢ = e~'. Sa valeur est donc —— = %
(b) Les sommes partielles sont
g1 Lo, 1, S DR S
vn o Vn—=1 Vn—-1 +n-2 V2 V2 N
Donc lim S,, = —1 et la série vaut —1.
n—oo



(c) Le terme ay, s'écrit

1 111
T kk+3) 3\k E+3

Donc comme au (b), tous les termes dans les sommes partielles se compensent,
sauf les 3 premiers et les 3 derniers:

S——l L L L + 0 +1+1+1
"3\ n+3 n+2 n+1 3 2

< 1 . 1/1 1 11
etdonc;m:r}g{;s’l:g(g—i_Qle):1_8'



