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Exercice 1. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f, g : [0, +00[ = R deux fonctions continues telles que fooo f(x)?dz < +oo et fooo g(z)%dr <
+o00. Montrer que fooo f(z)g(z)dx converge absolument et que l'on a

< ( / N f(x)zdx)é - ( / mg(dem) ~

2
Indication : on pourra, lorsqu’elle est bien définie, étudier la quantité fox <(f f"(c(;fid 1 — J ?(iid )1> dt.
o f(s)2ds)2 o g(s)2ds)2
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Exercice 2. FExtension des notions de factorielle et de coeffs. binémiauz auzx réels positifs.

1. Etudier, pour x > 1 la nature de l'intégrale généralisée
N
I'(z) = lim t" et dt.
N—oo /o
Indication : utiliser le fait que t* ‘et < e /2 pourt assez grand.
2. Calculer I'(1) puis montrer que I'(aw + 1) = al'(«), Yoo > 1. En déduire
I'n+1)=n!l, ¥YneN.

Indication : intégrer par parties.

3. Montrer que :

logT <x ;— y) < % (logT'(x) +1logT'(y)) .
Indication : utiliser Cauchy-Schwarz.
4. Soit .
B(z,y) = / t* 11 —t)v"tdt, pour z,y > 1.
Montrer que : ’

T .
B(z+1,y) = mB(%y), ainsi que B(z,y +1) = ﬁB(%Z/)-

Indication : intégrer par parties.

5. En déduire que :

Indication : par récurrence.

Exercice 3 (**). Limite d’une série alternée (Oral ENS Ulm 2024)

Soit f € C(R) décroissante et tendant vers 0 en +oo. Montrer que la fonction

+oo

g(@) = 3 (=) f(n)

n=0

est bien définie pour x > 0. Donner sa limite en 0. (Deviner la limite = (*), la démontrer = (**).)



