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Préambule. On admet 'existence de la fonction exponentielle exp et de sa réciproque logarithme
népérien log (en base e) avec leurs propriétés usuelles et leurs dérivées (que nous introduirons proprement
bientot). Pour o € R, la fonction puissance a est définie de R* dans R% par 2 = e log(z),

Exercice 1.

Calculer, a ’aide de la formule de Taylor-Young, les DL suivants (& utiliser dans les exercices
suivants):

1. DLg(0) de cos
2. DL3(1) de cos

3. DLy(1) de log (ou, de maniére équivalente, DL2(0) de  +— log(1 + z) )

Exercice 2.

Calculer les limites suivantes:

Exercice 3.

Calculer les limites suivantes:

1. lim, 0 ¢ (sin@)™

Tocosayw avecm,n € N*, 1 <m,n < 2.

2. lim,_,o+ 2% log x, avec a > 0.

. log
3. limg_y o 2%, avec a > 0.

T

Exercice 4.

Donner le développement limité a I'ordre m autour de 0 des fonctions suivantes :
1. f:R — R définie par f(x) = 22 + cos(z?) et m = 4,

2. f:R — R définie par f(x) = cos(cos(x)) et m = 6,

3. f:]=%,2] — R définie par f(z) = log(cos(z)) et m = 4.

4. f:] —1,+o00[— R définie par f(z) = -1 et m =2

1—x
5. f:] =%, 5[— R définie par f(z) = ﬁ(?‘) et m = 4 (Indication: utiliser le développement de
x + 1/(1 — x) trouvé ci-dessus. On se ramenera systématiquement a ce DL pour trouver le DL
d’un ratio).



Exercice 5.

Supposons qu’on ait une quantité x > 0 d’une certaine ressource que l'on veut partager en n
parties z1,...,x, avec x; > 0,Vi=1,...,net x1 + 22+ -+ x, < z. Soit f: R — R une fonction

strictement croissante et strictement concave. On veut maximiser f(z1)+ f(z2)+-- -+ f(zn). Montrer
que la seule solution optimale est le choix 1 =29 =--- =z, = %
Indication: montrer que si il existe une paire d’indices (7, j) tels que x; # x;, alors on peut trouver

/ zitx;

une meilleure solution en remplacant x; et x; par = = @ 5.

Remarque: On admet lexistence d’une solution optimale (z1,...,z,). Cela peut se démontrer &
I’aide d’une version multidimensionnelle du théoreme du cours qui garantit I'existence d’un minimum
pour les fonctions continues sur un intervalle.

Epilogue: Interprétation économique. On peut interpréter f comme une fonction d’utilité qui
quantifie la satisfaction qu’un individu tire de la possession d’une certaine ressource (par ex. argent,
énergie, nourriture, etc), et I'on cherche & maximiser la satisfaction totale de n individus qui se
partagent cette ressource. L’hypothese de stricte croissance pour f est alors naturelle et la stricte
concavité est la traduction mathématique d’un modele ou le gain de satisfaction marginal pour chaque
individu — c’est a dire f’ (si f dérivable) — est décroissant.

Cet exercice illustre un principe important en économie : lorsqu’on cherche a maximiser la
satisfaction totale dans un systeéme ou les ressources sont limitées et que la satisfaction marginale est
décroissante, une répartition équitable est la solution optimale. Mais il ne faut pas sur-interpréter
I'importance pratique de ce genre de résultats car la validité des conclusions repose uniquement sur la
validité des hypotheses. Les mathématiques, dans ce contexte, ont pour unique intérét d’exhiber les
conséquences logiques que 'on peut tirer d’un modele donné, mais elles ne disent jamais rien de la
validité d’'un modele.



