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Exercice 1.

Exprimons les hypotheses sous une forme équivalente:

o Comme f est dérivable en a, on a f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + (x — a)e1(z — a), Vo € I, pour une
certaine fonction €; qui satisfait limy, 0 €1(h) = 0;

e Comme g est dérivable en f(a), on a g(y) = g(f(a)) + ¢'(f(a))(y — f(a)) + (y — f(a))e2(y — f(a)),
Yy € J, pour une certaine fonction es qui satisfait limy_,o e2(h) = 0;

En prenant y = f(z), il s’ensuit:

9 (@) = 9(/(@) + g (F@)(F (&) ~ 1)) + () ~ Fla)eal (@) — (@)
= g(f(@) + 9/ (f(@) - £'(a) (e — ) + (@) (2~ ) - a1(w — ) + (&) ~ F@))ea(F () ~ J(a)
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Ainsi m(z — a) + r2(z — a) = o(z — a). On a donc montré:
9(f(z)) = g(f(a)) +¢'(f(a)) - f'(a) - (z — a) + o(x — a)
ce qui est équivalent au fait que g o f est dérivable en a, de dérivée ¢'(f(a)) - f/(a).
Remarque: 1l existe une autre approche pour démontrer cette formule qui consiste a écrire:

9(f (@) — 9(f(a)) {o =g'(f(a)) - L2219 i f(a) = f(a)

rme M e s @) # S,

Dans les deux cas, 'expression admet pour limite ¢'(f(a))f’(a) (notamment, pour le deuxiéme cas,
car lim,_, f(z) = f(a) et par composition des limites), ce qui montre le théoreme. Cette approche
est directement liée a la facon “physicienne” d’écrire symboliquement la chain rule qui est, si 'on

pose y = f(z) et z = g(y):

dz dzdy
de  dydz’
Ici on a utilisé la notation de Leibniz pour les dérivées, qui correspond & g—g = f, S—Z =g et

g—; = (go f) (notez que cette notation laisse une ambiguité a propos des points en lesquels ces

fonctions sont évaluées).

Exercice 2.

2 sixeQ,

Soit f : R — R définie par f(z) = {O s ¢ Q
si @ .

o f est dérivable en zéro car f'(0) = lim,_,o % = lim, 4o %3 =0.



e f n’est pas dérivable sur R*. On montre pour cela que f n’est pas continue sur R*. En effet, pour
tout zg € R*, on peut construire une suite (a,)n>0 C Q et une suite (b,),>0 C R\ Q telles que

lim a, = lim b, = zq € R*.
n—oo n—oo

Puisque
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on en déduit que la fonction f n’est pas continue en zg.

Exercice 3.

(i) Les propriétés vues en cours s’appliquent sans probléme :

_1+J;4—x-4x3 1— 324

F@)=—aroy  ~aroe

(i) Si z € R\ Z, alors il existe z € Z tel que x €]z, z + 1[. Ainsi f(z) = 22z et
f(x) = 2x2 = 2|z |z pour tout x € |z, z + 1].

e Sixz =0, f(0) =0. Par ailleurs, si « est dans un voisinage suffisamment petit de 0, alors f(z) =0
ou f(x) = —2? selon le signe de x. 1l ’ensuit que lim, o @ =0 et donc f'(0) = 0.

e Six € Z* alors lim,_,,~ f(x) = 22(z — 1) et lim,_, .+ f(x) = z>. Ainsi f n’est pas continue en z et
donc f/(z) n’existe pas.

En résumé : f'(x) = 2|z]x si z € R\ Z* et cette formule reste correcte dans le cas spécial 2 = 0;
par contre, f'(z) n’existe pas si x € Z*.

Exercice 4.

[=>]: Sif est dérivable alors

et par suite

. fla+h)—fla—h) 1 .
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Par ailleurs, puisque h -+ 0 < —h — 0,

o f@ = fa=h) L f(@) = f(ath)
h—0 h h—0 —h

= f'(a).
Donc la limite demandée est bien 3 f'(a) + 3 f'(a) = f'(a).
[ <] : En revanche, lexistence de cette derniére limite n’entraine pas celle de f’(a), méme si f est

continue en a. Voici un contre-exemple : f(z) = |z| et a = 0.

Exercice 5.

On a que arctan est dérivable sur R, que

1

/e —
VY S R, arctan’ x = m,

et que = — ﬁ est indéfiniment dérivable sur R car, d’apres les regles de dérivation, sa dérivée en

tout ordre peut s’exprimer comme une fonction rationnelle définie sur R. Montrons la formule pour la



dérivée n-ieme sur R* par récurrence sur n. En calcul préliminaire, remarquons que pour u € R*, si
b )

'on écrit s = sin(arctan(u)) et ¢ = cos(arctan(u)) alors on a ¢? +s? = 1 et (s/c) = tan(arctan(u)) = u.
u
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En résolvant ce systeme d’équations, on obtient s = T V= T (pour déterminer le signe de

s on a utilisé le fait qu’il doit étre le méme que celui de ).

Récurrence sur n

1) Pour n=1,

EO =D (aretan 2 ) = —2 i ((arctan &
01227 sin { narctan — —mb arctan —
B 1 1/z
Vi+a? 1+ (1/x)?
1
=13 = arctan’(z).
T

2) Supposons la formule vraie pour un entier n. L’expression de la dérivée a ordre n est
dérivable sur R donc la fonction arctan est n + 1 fois dérivable. On utilise la notation de Leibniz:
f)(x) = ddm—nn (x) qui est parfois plus pratique ou claire (notamment ici car il s’agit de différentier de
grosses expressions). On a alors

2 wrean)) = 4 (S (arctan 1) )
= (o= 0[5 a7 2 sin (maretan )
+(1 4 22)"2n cos (n arctan ;) . (_%)}
= (-1)"nl(1 + 2~ [\/117 sin <n arctan i)

1 1
Jrﬁ Ccos (n arctan xﬂ
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=(-1)"nl(1+ :::2)*% sin ((n + 1) arctan >
T

puisque

1
\/% = COS (arctan :c)

et
1 ) < 1 )
——— =sin | arctan — | .
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On a aussi utilisé la formule de trigonométrie: sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b).



