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Exercice 1.

1. L’étude de la convergence simple revient a étudier la convergence des suites (fy,(z))n>1, lorsque
x > 0 est fixé. Mais z étant fixé, puisque 1 +z > 0, on a f,(z) —— 1/(1 + z). Donc la suite de
n—oo

fonctions (f,,) tend simplement sur [0, 4+o00[ vers la fonction f définie par f(z) = 1_%95
2. On calcule f,(z) — f(x), puis on majore |f,(x) — f(z)|. On a
n 1 n(l4xz)—-1-n(l+x) -1

fu(@) = fl@) = 1+n(l+z) 1+z  (1+2)+n(l+2)? (I+z)+n(l+2)?

Or, pour x > 0, on a
l+z+n(l+2)?>nl+2)?>n

et donc
1

(1+2z)+n(l+z)?

Cette derniere quantité ne dépend plus de z € [0, +oo[ et tend vers 0 (on a sup,¢(o toof [fn(z) —
f(z)| £1/n —— 0), donc (f,,) converge uniformément vers f sur [0, 4o0].
n—oo

1
< —.
n

[fn(2) = f(2)] =

Exercice 2.

1. Soit € > 0. On a
(i) ANt eN,Vn > Ny, Yy € I, |fn(y) — f(y)| < 5 (convergence uniforme de (f,) vers f)
(i) I3>0,Vyel, (ly—z[<d = |f(y) — f(x)] < §) (continuité de f en x)

(i) 3Nz € N, ¥n > No, |z, — 2| < § (convergence de (z,,) vers x)

Alors on en déduit, pour tout n > max{Ny, Na}, par (i) et (ii) avec y = z,:

‘fn(xn) - f($)| < |fn(33n) - f(-rn)| + ‘f(xn) — f(SU)| < % + g =c. (1)

Ceci montre que fp,(z,) —— f(x).

n—oo

2. On peut utiliser 'exemple vu en cours, avec I = [0,1] et Vn > 1

2nx six €10,1/(2n)]
fa(x)=4¢2—-2nx size(l/(2n),1/n]
0 sixe[l/n,1]

qui est dans C(I) pour tout n > 1 et converge simplement vers f = 0 € C°(I) (mais pas
uniformément). Alors en prenant la suite définie par x,, = 1/(2n) pour n € N*, on a lim,, o 2, =
0 et

Exercice 3.



1. Montrons que 0 < P, (z) < Ppi1(z) < +/z, Vz € [0,1].

e Commencons par montrer par récurrence que 0 < P, (x) < v/, Vz € [0, 1].
Puisque Py(x) =0, Vx € [0,1], on a 0 < Py(z) < /x, Vz € [0,1]. Supposons donc que pour
n > 0 on ait
0< Pj(z) <z, VYrel0,1], j=0,1,2,....,n

et montrons que

0< Pyii(z) <Vx, VYrelo,1].

En utilisant la définition de P,41 on a /& — Pyp1(z) = (VT — Py(z)) (1 — 1 (Vo + Py (2))).
Puisque par hypothese de récurrence on a 0 < P,(z) < /z, Vx € [0, 1], les facteurs

VvV —P,(z) et 1-— % (Vz + Py(z)),

sont positifs ou nuls pour tout x € [0,1]. Ainsi /x — P,411(x) > 0, Vz € [0, 1], ce qui montre
que P,y1(z) < y/x. De fagon évidente, puisque 0 < P, (x) < \/z, on a P,41(z) > 0, Vz € [0, 1]
qui découle de la définition de P, 1.

e Puisque 0 < P,(x) < y/z, Vo € [0,1], on a  — P,(z)? > 0 et donc

Poi1(z) = Py(x) + % (z — Py(z)?) > Pu(2), Vaz€]0,1].

Ainsi, la suite (P,)5, est croissante.

2. Siz € [0,1] est fixé, la suite (P, (2))52, est une suite numérique croissante et bornée par /.
Elle est donc convergente et on pose
flz) = nl;néo P, (x).
On obtient ainsi f(z) = f(z) + & (z — f(x)?), ce qui implique f(z)? =z et donc f(z) =z (le
signe — est a exclure car P, > 0).
Ainsi (P,)$2 est une suite croissante de fonctions continues sur [0, 1] qui converge ponctuellement

vers la fonction continue f : [0,1] — R définie par f(z) = /z. Le théoréme de Dini permet de
conclure que lim,_,», P, = f uniformément sur [0, 1].

) =

3. La fonction g : [—1,1] — R est définie par g(z) = |z| (fonction paire). Puisque lim,, o Py (x
2) est

v/Z uniformément sur [0, 1], on a lim, s Pn(2?) = |z| uniformément sur [—1,1] et P, (x
un polynome.

Exercice 4.

1. Par hypothese, il existe A1, A2 > 0 et C1,Cy > 0 tels que Vo > Ay on a |f(x)] < Cylg(x)]
et Vo > Az on a |g(x)| < Calh(x)]. On en déduit que pour tout z > max{A;, A2}, on a
|f(z)| < C1-Cy-|h(x)], qui qui montre que f = O(h) au voisinage de +oo.

2. En posant w, = \/u,v,, ¥n € N | on a

Unp Unp

= ——0 ot Y - —

Wn, Vp N—00 Un Uy N—00

Exercice 5.

Soit € > 0. D’une part, la fonction f étant continue sur [a, ], elle est uniformément continue sur
cet intervalle. Par conséquent, il existe un nombre 6 > 0 tel que pour tout couple u, v € [a,b] vérifiant
|lu—wv] <9

[f(u) = fv)] <

N ™



D’autre part, R étant archimédien, il existe un entier m > 0 tel que b# < d et posons r = a+ kb_ﬁa
avec k =0,...,m. Ainsi, puisque la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f, & chaque entier

0 < k < m, on peut associer un entier ny € N tel que pour tout n > ny :

€
| fr(2r) — flzp)] < 3

Finalement, en posant n. = max(ny, ..., M), on a que pour tout entier 0 < k < m et tout n > ng:
€
Falan) = )] < 5.

Soit = € [a,b] et n > n.. Alors, il existe un entier 1 < p < m tel que x,—1 < = <, et la fonction f,
étant croissante, on a :

fo(@) = f(@) < fu(zp) = f(2) = (fulzp) = fzp) + (f(2p) — fz) <€

et
fu(@) = f(@) = falzp-1) = (@) = (falzp-1) — f(@p-1)) + (f(zp-1) — f(z)) = —&.
Drou [fu(z) — f(z)| <e.
Ce résultat étant valable quel que soit = € [a, ], on a ainsi démontré que pour tout entier n > n, :

sup [fn(z) = f(z)] <e,
a<z<b

ce qui revient & dire que la convergence est uniforme.



