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Corrigé 6.1 — mardi 15 octobre 2024

Exercice 1.

Soit f : R — R bijective et impaire. Montrons que f~! est aussi impaire. Pour cela, soit y € R.
Par bijectivité, il existe x € R tel que y = f(z) et = f~1(y). Par conséquent, on a

Uy = U f@) = fHf(-) = —o = =1 (y).

On montre ainsi que f~! est impaire.

Exercice 2.

On veut montrer que lim,_,q w = 1. Pour tout z €10, %

5[, ona
si 1 s
sin(z) < & < tan(z) <= sin(z) < x < S P <= cos(z) < T
cos sinz  cosx
Remarquons que I'on a également pour tout x € | — 7, 0[:
cos(x) = cos(—x) < sin(—2) = sin(z) < 1.
- x

sin(x)

Donc, pour tout 0 < |z| < 7, nous avons la relation: cos(z) < =

on obtient par le théoreme des gendarmes le résultat recherché.

< 1. Comme lim,_,q cos(z) =1,

Exercice 3.

a) On a
P -l=(@-1)@?’+z+1) et (22—1)=(z—1)(z+1).

Ainsi )

s +x+1

=~ VY D.
f(x) 11 e

Sixzg =1, on a, par les regles algébriques des limites,

. 3

lim f(z) = 5-

b) Si f: R — R est définie par
r si zeQ,
ﬂ@_{Osix¢Q

on a, pour tout € > 0,
[x—0/<e = |f(x)—0<e

En posant donc ¢ = 0, zg = 0 et § = €, on obtient:
Ve > 0,36 = e tel que si |x — x| < § alors |f(x) — 4] <,

ce qui prouve que lim,_,o f(z) = 0 lorsque 29 = 0.
Ainsi donc
lim f(z) = 0.

z—0

c) En reprenant la fonction ci-dessus et en posant xp = 1, on constate:



1°) Si (an)52 C Q, est telle que lim, 00 ap, =1 et ap, > 1, Vn € N, alors lim,, f(a,) = 1.

2°) Si (bp)22, C R\ Q, est telle que lim, 00 by, =1 et by, > 1, Vn € N, alors lim,, o f(br) = 0.

Ces deux propriétés prouvent ensemble que lim,_,; f(z) n’existe pas.

Exercice 4.

Soit A C R le sous-ensemble de R défini par:
1
A:{:keZ,k‘;«éO},
kmw
et soit f: R — R la fonction donnée par:
0, six € Q,
flx) =41, siz € A,
zsin (1), siz ¢ (QUA).

Remarquons pour commencer que, puisque f est définie sur tout R, on a que f est définie au
voisinage de xy pour tout point o € R.

1. Montrons que f admet une limite en tous les points de A.

Soit donc k € Z, k # 0 et posons xg = % Si (an)52 o C R est une suite de nombres réels telle
que a,, # g, ¥n € N et lim,,_, o, a,, = g, on va montrer que

lim f(an) =0

n— oo

ce qui montrera que
lim f(z)=0.

T—To

Sid > 0 est tel que Jzg — &, 20 + 6[NA = {zo}, alors il existe N > 0 tel que Vn > N on
a ap €]rg — 6,20 + d[. Puisque on a supposé que a, # xg, Vn € N, on obtient si n > N:
apn €Jzo — 6,20 + 0[ et a, ¢ A. Ainsi, lorsque n > N:

fla,) = {an sin (é) sian ¢ Q.
0 sia, € Q.

On a lim,_o (% =L = kr et lim,_ 00 sin ( 1 ) = sin(k7) = 0. On conclut que

Zo Qn

1
lim a,, sin () =0.
n—o0 an

Soit maintenant € > 0. Il existe M > N tel que Vn > M on a

Sin > M, alors ou bien a,, € Q et alors f(a,) = 0, ou bien a, ¢ Q et dans ce cas |f(a,)| =

a,, sin (%) ‘ < e. Dans tous les cas on a bien
‘f(an)l < €7vn > M,
ce qui montre que lim,_,~ f(a,) =0 et donc que

lim f(z)=0.

T—rT0o



2. Montrons que f n’admet pas de limite au point xg = 0.

En effet,

e Si(a,)22, est une suite telle que a,, #0, Vn € N, a,, ¢ (QU A), et lim,_, a, = 0 on obtient
lim,, o f(a,) = 0.

e Par contre, si a, = % oun € N* on a bien a, # 0,Vn € N et lim, , a, = 0 mais
lim, 0 f(an) = 1.

Ceci prouve que lim,_,., f(z) n’existe pas.

3. Montrons que si xo ¢ A, limy_,,, f(z) n’existe pas.
On a déja montré que lim,_, f(z) n’existe pas.
Posons g(z) = zsin (1), Vo € R*. Si 2 ¢ A et z9 # 0, on montre que

x

lim g(z) = 2o sin <1> £0.

Tr—rTo ,’I,‘O

o Si(an)22, est une suite telle que a,, ¢ (QU A), Vn € N, a,, # xo, Vn € N et limy, 00 an = o,
on a lim, o f(an) = xpsin (?10) #0
e Par contre, par densité de Q dans R, il existe (a,)52, C Q, an # xo, Vn € N telle que

lim,, o @y, = xg €t on a lim, . f(a,) = 0.

Ce qui implique, encore une fois que lim,_, ., f(x) n’existe pas.

Exercice 5.

Soit a € ]0,1[. Remarquons en premier lieu que f est bien définie au voisinage de a. Soit € > 0 et
soit N = [1] 4+ 1. On pose

Kt ={z€la,1]; z € UY_ A}, M = min K+

K- ={zxec]0,a[; v € UN_ A}, m = max K.
Comme K+ et K~ sont des sous-ensembles finis de R, leur maximum et minimum est bien défini, et
lon a 6 = min{|M — al,|m —a|} > 0 car m # a et M # a.

Par construction, Vz € Ja—68,a+6[\ {a}, on a = ¢ UY_ A, donc |f(z)| < & < e. Ainsi,
Vz €la—0d,a+ [\ {a}, ona|f(x) — 0] <e ce qui montre que lim,_,, f(z) = 0.



