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Exercice 1.

1. L(1) = 11 % = 0 par la définition de I'intégrale sur un segment réduit a un point. Si 0 < z <y,
alors v g
—x
Liy)~ L) = | —=%==>0
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donc L est strictement croissante. On peut aussi remarquer que L est dérivable de dérivée
L'(x) = 1/z, par le thm. fondamental de I’analyse; comme L’ est strictement positive sur R,
cela implique que L est strictement croissante (corollaire du TAF). Comme L’ est C°° sur son
domaine de définition R (comme toute fonction rationnelle), on a que L est C*° sur RY.

2. En posant successivement les changements de variable u = t/x puis v = 1/u on a pour z,y > 0:
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Ceci montre que L(zy) = L(x) + L(y).

3. On en déduit par récurrence que pour n € N*, L(2") = nL(2). Or on a L(2) = ff % >1-2=1
Ainsi L(2") > n/2 ce qui montre que L n’est pas majorée sur R%. Comme de plus L est
croissante, ceci implique que lim,_, . L(z) = 400. Par ailleurs, pour tout z € R} on a 0 =
L(1) = L(z-2~ %) = L(x) + L(z~ 1), on en déduit que lim, .oy L(z) = —lim,_,o+ L(z~!) = —o0.

4. En tant que fonction continue et d’apres les limites ci-dessus, L est surjective sur R. Elle est
aussi injective car strictement croissante. Donc L : R — R est bijective et admet une réciproque
E :R — R% strictement croissante. Par la formule de dérivation d'une réciproque et comme la
dérivée de L ne s’annule pas, on a que E est dérivable et pour y € R, E'(y) = m = E(y).
On en déduit directement que E est de classe C*°. Enfin, pour z,y € R, il existe u,v € R

(uniques) tels que z = L(u) et y = L(v). On a alors

E(x+y)=EL(u)+ L)) =E(L(u-v)) =u-v = FEx)- E(y).

Exercice 2.

1. L’intégrande est un polyndéme multipliant une exponentielle, on fait donc des intégrations par
parties jusqu'a ce que le polynéme soit de degré 1:

1 1
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2. On pose z = u? avec x € [72/16,72/9] et u € [7/4,7/3]. On obtient dz = 2udu et

z=72/9 u=m/3
/ cos(vz)dx = 2/

wcos(u) du
=72/16 u=m/4

/3
=2[u sin(u)]:ﬁ - 2/ sin(u) du

/4
= 2 [usin(u) + COS(U)]Z?;
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3. On décompose arctan(t) = 1 - arctan(t) pour intégrer par parties:

/oz arctan(t) dt = [t arctan(t)]; — /0”” t

—dt
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- [t arctan(t) — %bg(l + tQ)]

1
= x arctan(z) — B log(1 + 2?).
0

4. Posons x = sinh(t) avec ¢t € [0,1] et = € [0,sinh(1)]. On obtient dx = cosh(t)dt et

z=sinh(1) 1 1
/ Vaz+1lde = / sinh?(t) + 1 - cosh(t)dt = / cosh?(t)dt
=0 t=0 0

1 2t -2t 1
2 1 1 1 1
= /0 %dt - [8 (€2 — e +4t)]0 =S (e 4) = {sinh(2) + 5.
5. Posons x = cosh(t) avec ¢ € [0,1] et = € [1,cosh(1)].

Observons que 0 < sinh(t) = y/cosh?(t) — 1 si t € [0,1]. On obtient dz = sinh(t)dt et

z=cosh(1) 1 1
/ Va2 —1ldx = / \/cosh?(t) — 1 - sinh(t)dt = / sinh?(t)dt
z=1 =0 0
1 2t -2t 1
-2 1
:/ e T T { (2 — o2t 4t)]
0 4

1
z = Z(e2—e2_4) = "5 _
3 .~ 8 (e e 4) 1 sinh(2)

1
5
Exercice 3.

Ici, nous ne donnons pas la solution complete (avec le résultat final), mais simplement une aide
pour débloquer les calculs.

1.
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Remarquons que la décomposition en éléments simples fait intervenir dans ce cas 4 éléments mais
il se trouve que 2 parmi ceux-ci a1/(x + 1) et ag/(z — 1) ont des coefficients nuls a3 = a3 = 0.

1.3 1 1

1 1-— 1
/x—i— dx:/ J+x dac:/ Ler dxr
0 x2+1 0 $2+1 0

| ot

224+1 22+ 1

m—2log2+ 2
1 .



/01 m&;mdx - /o1 ((m Ut g +961?;2_(;2—+a:1+ 1)) &
- /( ~Ldwt / R T T S 1)) "

1 borg 1 1 1 22 —1\1"
“(x—1)2 —1—{10 241+ —" = loglz? -2+ 1| — ——Arct < ﬂ
{2( )]o R A R ENCR e R

—2+4log?2 —7/(3V/3)
3

Exercice 4.

Ces exercices ont pour objectif de vous montrer que des qu’'on a affaire a des fractions rationnelles,
il peut étre utile d’essayer la décomposition en éléments simples, qui permet parfois de faire apparaitre
une structure cachée dans des sommes, des récurrences, etc.

1. On décompose la fraction rationnelle en éléments simples:

1 X+1-X 1 1

X(X+1) XX+1) X X+1

(Remarque de rédaction: ces écritures manipulent la fraction rationnelle “formelle” en tant
qu’objet algébrique, en non pas en tant que fonction. Il n’est donc pas nécessaire de préciser la
nature de la variable X.) On obtient alors une somme téléscopique

" 1 " /1 1 1 n
— _— — :1— = .
;k(k—kl) Z(kz k+1) n+l1l n+1

k=1

2. On a
1 1/2 1 1/2

XX+1)(X+2) X X+1 X+2

donc
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3. La décomposition en éléments simples donne

1 1 1 1
4X2 -1 2\2Xx -1 2X+1)/)°

Pour n € N*, on a donc

- 1 1 & 1 1
;4k2—122<2k—12k+1>'

k=1

On obtient une somme télescopique

= 1 1 = 1 1 1
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Par opérations sur les limites,
n
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Exercice 5.

1
On pose (up)pen+ la suite de ces intégrales u, = (fab f(x)pdx) " Si M =0 alors on a u, = 0 pour
tout p € N* donc le résultat est évident. On suppose donc par la suite que M > 0.
En premier lieu, on a par encadrement de la valeur de I'intégrale et par le fait que s — s'/? est
croissante sur R} que

u, < ((b—a)MP)Y/P = M - exp(log(b — a)/p) —— M.
p—r—+oo
Ainsi, limsup,, , ., u, < M.

Montrons maintenant que liminf,_, . u, > M. Pour cela, fixons € € |0, M. Par continuité de f
sur [a, b] il existe un point xg € [a, b] tel que f(xg) = M. Si xg # b, il existe § > 0 tel que g+ < b
et Vo € [xo, 0 + 6] on a f(x) > M — € (si kg = b, on poursuit le raisonnement de fagon analogue en
remplacant 'intervalle par [z¢ — 6, zg]).

Comme [ est minorée par la fonction (positive et intégrable) qui vaut M — e sur [zg, o + 6] et 0
partout ailleurs, on obtient I'inégalité suivante (propriété de préservation de 'ordre de l'intégrale):

up > (§(M — €)")'/? = (M — €) - exp(log(8) /p) ——— M — ¢
p——+oo
Comme ceci est vrai pour n’importe quel € > 0, on en déduit que liminf,_, . u, > M.

En somme, on a montré lim SUP, 00 Up < M <liminf, . up,. Mais pour toute suite bornée on a
toujours liminf, o u, < limsup,,_,, u,. On conclut donc liminf, ;o u, = limsup,_, ., up, = M, ce
qui montre que lim,_, o up, = M.

Remarque: On peut rédiger ce méme argument sans parler de lim sup/lim inf mais en utilisant le
thm. des gendarmes.



