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Série 1.1 – mardi 10 septembre 2024

Exercice 1. (Objectif: savoir adapter la preuve de l’irrationalité de
√

2)

Démontrer qu’il n’existe pas de fraction (=nombre rationnel) x telle que x2 = 2/3.

(À méditer: avec cette technique de preuve, quels sont les nombres dont on peut montrer que la
racine est irrationnelle?)

Exercice 2. (Objectif: réaliser l’importance de bien articuler et rédiger un raisonnement)

Dans le but de résoudre l’équation x2 + x + 1 = 0, un étudiant a rédigé le raisonnement suivant.
Détailler soigneusement ce qui est correct et ce qui ne l’est pas dans ce raisonnement.

D’une part, écrivons x = −1−x2. D’autre part, si l’on divise l’équation de départ par x, on trouve
x + 1 + 1

x = 0 et donc x = −1− 1
x . En comparant les deux expressions obtenues pour x, il suit que

x2 = 1
x . Nous déduisons x3 = 1 et donc x = 1.

Exercice 3. (Objectif: se rappeler de quelques techniques de manipulation des sommes)

Calculer la somme

S = 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + 4 · 24 + · · ·+ 2024 · 22024.

En fait, S vaut exactement
77935818770244321548159355570291653652165436388056783910989390373089763338482073875591681546581809445669980567628144852443461260988048

47404404083761904821008805783380752791773511248832826407696252873492533083998039239723481419058646607215982286607368229230589708023679

46643424374909116397059899609419240592847260194388616761172362613597156096554923583501161927264826307878812146041979971117090858618786

69628067712676909504339020754652477629458504448747958625483594861597132885443311064234753601052841400098433066211342719314160911891598

99367094923449257818437183752057722030901608381535746836161084591371437735938

mais vous trouverez une expression plus intelligible.

Indications:

1. Montrer que S =
∑2024

n=1 (n− 1)2n +
∑2024

n=1 2n.

2. Montrer que S = 2S − 2 · 2024 · 22024 +
∑2024

n=1 2n.

3. Utiliser la relation (1 + x + x2 + · · ·+ xn)(1− x) = 1− xn+1.

Exercice 4. (Objectif: manipuler les axiomes des réels. Il faut s’imaginer être comme un programme
informatique qui ne connait absolument rien de R sinon les axiomes...)

En utilisant les axiomes caractérisant les nombres réels et en indiquant à chaque étape quel axiome
a été utilisé, montrer que:

1. Pour tout x ∈ R, on a x · 0 = 0 (indication: commencez par écrire 0 = 0 + 0 en utilisant l’axiome
1.3 )

2. Pour tous x, y, z ∈ R, si x ≤ y et z ≥ 0 alors zx ≤ zy.

Vous voyez comme c’est fastidieux... C’est pourquoi nous n’allons pas re-prouver ce genre de
propriétés simples des nombres réels que vous connaissez déjà.
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