Axiomes de la théorie des probabilités

Quels que soient les éveénements & et £’ de I'espace de tous les résultats
possibles €:

0<PE)<let PQ) =1
ENE =0= PEUE) =P(E)+ P&
£C& = PE)<PE)

Variance, covariance, linéarité de 1’espérance

mathématique

-

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]?
ox :std(X) = /Var(X)

cov(X,Y) =E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]|E[Y]
corr(X,Y) = cov(X,Y)/(ox oy)

lax +b] = afz] + b

Var(az + b) = a* Var(z)

std(axz + b) = |a|std(z)

cov(az + b, cy + d) = ax cov(z,y)

corr(az + b, ¢y + d) = corr(z, y)

x,y indép. = cov(z,y) =0

Var(z 4+ y) = Var(z) + 2cov(z, y) + Var(y)
x,y indép. = Var(z +y) = Var(z) + Var(y)

Yz, Yy, |corr(z,y)| <1

Si X prend des valeurs dans R (cas multidimensionnel), la matrice de
covariance s’écrit

Cov(X) = E[(X — E(X))(X — E(X))”]
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Fonction de répartition et densité de probabilité

Fx est la fonction de répartition.
px est la densité de probabilité ou la distribution de probabilité.

o Fy(z) 2 P(X < z)

e pyx satisfait Fx(x) = ffoo px (§)d€

e Si F), est dérivable au point x (la dérivée est définie en z) alors
dF, _
dz — PXx (Z‘)

-
-

Espérance mathématique d’une fonction d’une vari-
able aléatoire

E[h(X)] = / h(E) px () de

-

‘
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Quantiles d’une variable aléatoire continue

Si Fx est inversible (i.e. F )}1 existe) alore le quantile de niveau « est
défini par

ga 2 Fx' ()

- J
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Distribution jointe d’une paire de variables

aléatoires continues

e Fonction de répartition jointe F(z,y) = P(X <z,Y <1y)

e Densité de probabilité jointe: f tel que
Ty
F(z,y) :/ / f(& m)dg dn

e Densité de probabilité conditionnelle: py|x (y|z) = p’;;ig‘z;y)

e Loi de la probabilité totale: px(z) = [px v (z,y)dy

px|y (zly)py ()

e Regle de Bayes : py|x(y|z) = o ()

e Espérance conditionnelle: E[X|Y = y] = [apxy (z|y)da

o EX|Y] = [apx)y(z|Y)dx

e Loi de I'espérance mathématique totale: E[[E|Y]] = E[X]




Indépendance

Les variables aléatoires continues X et Y sont indépendantes si et seule-
ment si n’importe laquelle des conditions énumérées suivantes est satis-
faite:

L. V(z,y) € X x YV, px v (7,y) = px () py (y)

2. Y(z,y) € X x Y, tels que py (y) >0, px|y (z|y) = px(x)

3. Vf,g, E[f(X) g(X)] = E[f(X)] E[g(X)]
Une collectin de variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes, si,
et seulement si, une des trois conditions énumérées suivantes est satisfaite
(IlOtatiOIlZ X,i S (Xl, . 7X’£717 Xi+1, e 7,Xn))

L Vo € R", px, .. x,(T1,...,2n) = px, (71) - - px, (Tn)

2. Vo € R™ tels que px_, (x—;) > 0, Vi, px,|x_, (zi|lr—i) = px, ()

Les mémes propriétés sont satisfaites pour les variables aléatoires
discretes une fois que I'on remplace les densités de probabilités continues
par les distributions de probabilité discrete.

-

Somme de variables aléatoires et convolution des
densités

SiZ = X+Y avec X, Y des variables alétoires continues (resp. discretes)
indépendantes

+oo
pz(2) = (px *py)(z) £ / px(z —y)py (y)dy

— 00

+oo
Py(z) = (Px * Py)(z) £ Z Px(z —y) Py(y)

y=—o00




Décalage, mise a I’échelle et transformation de vari-

ables aléatoires

e SiY =aX +balors py(y) = lpx (Y22)

e SiY = f(X) avec f strictement monotone alors

/

py () =px(F )Y )l

e Si Z ~ N(0,1) alors X2 ~ X%l)

Somme de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d.)

Si X; ~id alors ), X; ~ ...
Ber(p) Bin(n, p)
Pois(0) Pois(n 0)

N(p,0?) N(np,no?)
Exponentielle £(\) I'(n, \)
INGRY I'(nr, A)
2
Xt X(n)

Pour X; ~ I'(r;, A) indép., >0 X; ~T (30 i, A)
Stabilité de la famille Gaussienne: Si X; et X sont indép. et X; ~
N (i, 02), alors a1 X1 + ag Xo ~ N (a1 + azpe, aio? + a3o3)




Fonctions génératrices des moments

—+oo

Mx (u) = E[e"¥] = / " f(z)dx

— 00

ouu € Ret f est la densité de probabilité (la distribution de probabilité).

propriété formule

linéarité ay fi(x) + ag fa(z) <> a1 M;(u) + a; Ma(u)
décalage en x flx —xo) < e**0 M (u)

décalage en u e~"T f(x) <> M(u— up)

mise en échelle en x flaz) & ﬁM(u)
renversement f(=z) < M(—u)

dérivée par rapport a x % < —uM (u)

dérivée par rapport & u z f(x) < %ﬁ")

intégration fjoo f(€)d§ < *%M(U)
convolution fi(z) * fa(z) & My(u) - Ma(u)




Fonctions caractéristiques

fx(@) <7 éx(u)

¢x(u) £ E[H] = /+Oo fx(x) e dx

@ 2 2 wei

27 J_ o

propriété correspondance
linéarité a1 fi(x) + az fo(z) < a1 ¢1(u) 4 az d2(u)
décalage en x flx —xg) > €70 ¢(u)
décalage en u e77u0% f(x) ¢ dp(u —uo)
mise en échelle en z flaz) < \}T\‘ﬁ (%)
renversement f(=z) < ¢(—u)
dualité ¢(t) <> 2m f(u)
dérivée selon z % — —jud(u)
dérivée selon u jx f(x) < d(z(uu)
intégration J7 o £(€) dg & w6(0) () — L (u)
convolution fix fa e d1(u) - d2(u)
multiplication fi(z) - fo(x) < ﬁ ¢1(u) * Ppa(u)
Parseval fj;: f1(®) fo(z) do = 5= j;o X1 (u) Xo(—u) du
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e Biais(f,0) 2 E[0] — 0 ct Var(d) £ E[(6 — E[6])?]

e Erreur quadratique moyenne: MSE(6,0) £ E[(6 — 0)2] = Var(d) +
Bias (0, 0)?

e Méthode du maximum de vraisemblance (MLE): OMLE

[ — arg mgaxl(@)

avec [(0) = 31 log p(w;,0)

AN

MLE pour le modele gaussien

® [MLE =T
e lorsque p est connu, g = %Zizl(xi — 1)
e lorsque £ est inconnu, Gye = = >0

. iy Men- 2 — L S0 (. =32
e variance d’échantillon: s* = —5 3" (z; — Z)

Lorsque les données sont distribuées de maniére normale (gaussienne),
alors :

“ 2
o ivre ~N (u, %)

e lorsque f est connu, Gy p/0? ~ X{,

e lorsque g est inconnu, n 63y /0% = (n —1)s?/a? ~ X%n—l)




Intervalles de confiance

Pour |z,| = 21_4 le quantile de niveau 1 — o d’une distribution normale
N(0,1) et 7, = t(1—a),(n—1), le quantile de niveau 1 —a d’une distribution
de Student a n — 1 degrés de liberté, les intervalles de confiance ont la
forme suivante:

o (Gaussienne:
_ g — g
[X - |Za/2|ﬁ; X + |Za/2|\/ﬁ}
e Student:

_ S _
|:X - Ta/27; X +Ta/2

s
7S]

e Asymptotique:

_ S S

Tests d’hypothéses selon Neyman-Pearson

Hy: hypothese nulle est une présuposition tentative concernant un
parametre du modele. Hj: Une hypothese alternative concernant ce
parametre.

o Hy:p>povs Hy < po (test & une queue, la queue inférieur,
de gauche)

o Ho:p<pgvs Hy:p> po (test & une queue, la queue supérieure,
de droite)

o Hy:p=povs Hy:p+# po (test & deux queues)
Erreurs de type I et II:

Erreur de type I rejeter Hy alors que Hy est vraie
Erreur de type II ne pas rejeter Hy alors que Hy est fausse

P(erreur de type I) = «
P(erreur de type II) = 3

Puissance: c’est la probabilité de rejeter Hy lorsque H; est vraie. C’est
égal a 1 — (.




Statistiques de test pour les tests classiques

e Test gaussien exact pour p:

ii X — o
X’i ~iid , 2 t 2 T L ~ 07 1
N (u,0°) et 0° connu TR N(0,1)
e Test de Student exact sur
X - Mo

X; ~ N (p,02) et 0% inconnu T 2

SV

Test asymptotique gaussien sur p = E[X;]:
X - Ho
a/v/n

X; ~4 P et B[XY) <o00: T2 — N(0,1)

Test du x? sur un parametre o2 :

2
X; ~ N (p,0%) et pinconnu T £ (n— 1) = ~ X%n—l)
90

Un (donc gaussiennes). Variance connue:
a=ayr +agy2 + ... +anyn

Var(&) = (Z af) Var(Y;) = Za?aQ

o — o

Ze8 S L N(0,1
g ~ N0
e Variance inconnue: s = %ﬂ] S (i — f13)?
Ta a—a

Jasa e

Parametre estimé & fonction linéaire des valeurs observées y;, ...
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Modeéle a deux échantillons

) s (=182 + (n2 — 1)s3
(n1 — 1) —+ (TLQ — 1)

_ 1 - 1
Y1 NN(M1702> Y2 NN(M2,0'2>
ny UP)

Y; et Y, sont indépendants =

_ _ 1 1
N R C )
ni UP)

p-B
+

L

[g2 (L ;)
ni no
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Régression linéaire

e inférence sur 8

BZ@ZM:ZW

UI{L’ O—II

avec a; les constantes

ai:(wi_‘%)/a—zz i=1,2,...,n
T2 Fp tin—2)
2> a?

o inférence sur E[y] Pour toute valeur de z, la valeur attendue
(espérence mathématique) de Y associée est y = a + Bz, avec
lestimateur MLE

y =&+ B:z:

comme & = g+3£

g+ Bz — 1)

%Zyi+(x_f)zaiyi

fi

T/ 3 /’l’ - /’l’ ~ t(n 2)
1, (z—2)?
82 (E + Iami
T A o —« ~ tn_2)




Valeurs critiques pour les test classiques

Les valeurs critiques t. au niveau de signification (NS) « (ou de maniére
équivalente au niveau de confiance 1 —«) : Tests exacts et asymptotiques
avec z, le quantile de niveau o d’une distribution normale A(0, 1)

e queue inférieure (de gauche): t. = z,
e queue supérieure (de droite): t. = 214 = |24
o deux queues: t. = 21_q/2 = |2a/2]

Pour les tests de Student: avec t(,_1) o le quantile de niveau o de la
distribution de Student £(,,_1):

. Ja A
e queue inférieure: t. = —7, = tin—1),a
/. A
e queue supérieure: t. = To = t(n—1),1—a = [t(n—1),a/2|

Pour les tests du x?2, avec X%

1), le quantile de niveau o d’une distri-

bution X%n_l):

e queue inférieure: ¢, = X%n_l)72

2

® queue supérieure: fe = X{,_1)1_q

e deux queues: requiert deux seuils, la région critique est

}*OOE X%n—l),a/2:| U [X%n—l),l—a/2; +OO{

AN

Tests: regle pour le rejet et région critique C

Soit tops la valeur de la statistique observée
e queue inférieure: rejeter Hy lorsque tops € C 2] — 00 t]
e queue supérieure: rejeter Hy lorsque tops € C = [te; +oo|

e deux queues: rejeter Hy lorsque tops € C 2] — 00; —to] U [te; +00]

13



Tests: p-valeur pops

Soit tops la valeur observée de la statistique, et Py la probabilité sous Hy,
la p-valeur pops est

e queue inférieure: pobs = Po(T < tobs)
e queue supérieure: pobs = Po(T > tobs)

e deux queues: pobs = Po(|T] > |tobs|)

Tests: puissance

I(

Soit P, la probabilité sous Hy. La puissance est
e queue inférieure: 1 — 5= P (T < t.)
e queue supérieure: 1 — = P (T > t.)

e deux queues: 1 — =P, (|T| > t.)

|(

Concepts bayésiens et principes

Soit un échantillon X = {z1,z3,...,2,}
e distribution a priori: 7(6)
e vraisemblance: p(X|6) =[], p(x:]0)

p(X]0) 7(6)

e distribution a posteriori: w(0|X = 163

avec

p(%) = / p(X16)7(0) do

la moyenne a posteriori (posterior mean PM)

Oprt = E[0]X] = /07r(0|2()d9

le maximum a posteriori

Ovap = argmaxw(0|X) = arg mgmxl(@) + log7(0)

14



Variables aléatoires de Bernouilli, binomiale et

multinomiale

e Distribution de Bernouilli: X ~ Ber(p)
P(X =) =p"(1—p)'" pour z = 0.1

espérance E[X]=p
variance  Var(X) = p(1 — p)

e Distribution Binomiale: distribution de sommes de n variables
aléatoires indépendantes de Bernouilli: N ~ Bin(n,p)

P(N=z) = <Z)px(l—p)"_xpoura::17...,n
n\ espérance E[X]| =np
Note ( > ~ aln—o)! variance  Var(X) = np(1 —p)

e Distribution multinomiale

n a n!
kiko o km ) kil k!

Pkt ko, k) = ((kika ook ) D5 052 - pli

.

Combinatoire

o loi multinomiale (cf. ci-dessus) — tirage avec remise

e loi hypergéométrique — tirage sans remise

P(Ak)(;;)(]:l:) k=0,1,2,...,min(r,n)

(%)

15



Disrtributions courantes

e el e ) espérance p = E[X
Distribution uniforme: X ~ U(a,b)

— atb
: _71;72)2
variance  Var(X) = 435
0 r<a
1 <r<
f(w){b—a a&fogb Flz)=} 7% a<z<b
1 x>b

Distribution exponentielle: X ~ £(\) 321;?;5256 l\i/a:r (]E}[;(_ :

f(x) /\6_)\11{3020} F(z) = (1 —e )

Distribution Gamma: X ~ I'(r, \) espérance p = E[X]

variance  Var(X)

r—1

e a0y

F(z) pas d’expression mathématique simple

Distribution du chi carré: X ~ X%y) équivalent a I'(v/2,1/2)
espérance pu=E[X]=v
variance  Var(X) = 2v

f(x) 2 v —37]
V075 R
Distribution de Student: T ~{(,

espérance

uw=E[T] =0siv>1, nexiste passiv =0
variance  Var(T)

=73 si v > 2 sinon 400

ntl
f@) =1+ D) A

VAL(L/2)T(v/2)

avec ¢ =

16




Distribution gaussienne, (distribution normale)

espérance pu=E[X]=p

a une dimension: X ~ N (u,0?) variance  var(X) = o

1 1
f(z) = exp [ —=— (v — p)? F(x) pas de forme fermée simple
V2no? 202

Normale réduite: Z ~ N(0,1) avec Z = 24

g

multivariable: X ~ N (p, ) X = (X1,..., X4)
(o) = (2) IS 2 exp (5o - 0TS o - )
EX=p By =E[X; - EX;)(X; — EX;)]

distance de Mahalanobis : r

r? = (- )2 (e - p)

-

J
. . 3 ’ ’, . A
Distribution géométrique

Variable aléatoire géométrique : Une variable aléatoire géométrique
correspond au nombre d’essai de Bernouilli nécessaires avant une
premiere réussite.

Distribution géométrique :
X ~ Geo(p) avec p la probabilité de réussite

P(X =z)=p(1—p)* * pourz =1,2,3,...

espérance p=E[X] = %
variance  Var(X) = 1p—2p

17




Distribution de Poisson

X ~ Pois(\) avec A le taux des événements (taux d’occurences)

B A% e~
x!

P(X =xz) = f(x) pour x =0,1,2,3,...

espérance E[X] = A

variance Var(X) = A Calcul récursif:

f(=) A

fa—1) =z

.

Laplace—de Moivre

Soit la distribution binomiale Bin(n,p) donnée par

P, (k) = ( Z )pk(l—p)”_k k=0,1,...,n

On a l'approximation lorsque n est grand par

2
_ 1 k—np
Po(k) ~ ;e 2 (\/"P(l—:v)>
2mnp(l — p)

-

Binomiale et Poisson

Lorsque A = np et n >> np, la binomiale s’approxime par une distribu-
tion de Poisson
AT e

x!

n
x

)

18



