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Phaseurs et nombres complexes

* Phaseur: moyen simple de représenter des tensions
et courants sinusoidaux. Cette méthode a été
proposée par C.P. Steinmetz et est basée sur la
relation d’Euler.

Charles Proteus Steinmetz (1865-1923),
ingénieur électricien américain d’origine
allemande. Il développa la méthode
symbolique pour les calculs en courant
alternatif.
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Nombres complexes: definition

On appelle nombre complexe z toute expression de la forme

z=a+]b
ou j=4/—1 J2=—1
et j3 =—] j4 =1 Etc.
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855), astronome,
mathématicien et physicien allemand. I
introduisit le calcul complexe en 1801.
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Notions d’algebre complexe

 Egalité de deux nombres complexes
ni=a+]jbp zp=ax+]b

Z1=2p & a1=ay etb1 =b2

* Conjugué complexede z=a+ b

zZ¥=a—1b

z+z*¥=2a



Notions d’algebre complexe

e Addition et soustraction
z1+zp =(a1+ap)+ (b +by)

z1—zp =(ar—ap)+ (b= Do)
 Multiplication

zi1-zp=(ay-ap —b-by)+ (b -ay +ay-by)

Z'Z*=a2+b2



Notions d’algebre complexe
* Division

z) _ap-ap+b-b +jb1°az—al°b2
22 a%+b22 a%+b22

 Conjugué complexe des opérations élémentaires

k%
(z1 + Zz)’x< =Z1 t2Zp
k%

(z1—22)*=2z1 — 2

%k 3
(z1-29)*=121 - 23
* *
(z1/29)*=21/29



Nombres complexes:
représentation geométrique

z=a+1b

* On appelle a la partie réelle, et b |la partie imaginaire du
nombre complexe z.

a=Re(z) b=Im(z)

* Représentation dans le plan complexe:

Axe des
imaginaires A

b=rsin0

» Axe des réels

a=rcos0



Nombres complexes:
représentation geométrique

Axe des
imaginaires A

b=rsin6

» Axe des réels

a=rcos0

y = ‘Z‘ = a2 + b2 :module du nombre complexe

0= arg(z) — arctan — :argument du nombre complexe
a



Nombres complexes:
D’ autres propriétés

2122| =|21| |22

z1 + 22‘ < Zl‘ + ‘Zz‘
21— 23] 2 |21| |z

Distance entre deux nombres complexes:

2y —z1| = \/(az —a))* +(by - b))’



Nombres complexes:
Formule d’Euler

e/ =cos0+ jsm0

~ 1 . o
cosezg(efe +e /9

—
. oa 9 -0
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Nombres complexes:
Formule d’Euler

z=a+ jb= re/¥ = rcosO+ jrsn0
Axe des
imaginaires A z

b=rsin0

» Axe des réels
a=rcos0

Cas particulier:  j = eﬂt/z



Nombres complexes:
Dérivation par rapport a 1l’argument

z = Veje /T 2¢/9 Iej(9+n/2)
& _ ,»jje L J(O+T/2)
dO A
Im
dz
do ,
/2
T

» Re




Nombres complexes:
Integration par rapport a l’argument

Z = V@je
JZde = jre]ede — ﬁ_leje — rej(e—TC/Z)

A
Im z

» Re

—1t/2

[ zd6



Nombres complexes:
Puissances et racines

: 0
Puissance: zZ=d -I-]b =re’
N rne]ne
. .
Racine: W=AN2Z :Pejw

p="r

_0_.k
\p—n+n27t



Représentation complexe d’une
grandeur sinusoldale

Rappel: Formule d’Euler
jO

e/ =cosO+ jsmO

Soit une fonction sinusoidale

x(t) = 2 X cos(wt + 0)

= (1) = Re{\EXeJ' (‘””9)}

X = V2Xe (0 yaleur instantanée complexe



Représentation complexe d’une
grandeur sinusoldale

wt ‘lm ‘Im{rexp[j(wt+a)]}=rsin(wt+ o)

rexpli(wt +o)] o« __

r 4
y;’ Re {rexp[j(wt+ a)]} = rcos(wt+ a)

rcosx

Animation
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Le phaseur

x(1)=2.X cos(wr +6) ) x =2 x0/ (@)

)_c:\/EXej((’)He):\/EXejeejmt

Dans un circuit électrique linéaire en régime sinusoidal permanent,
tous les courants et les tensions ont la méme pulsation w. Le terme
exp(jwt) est donc commun a toutes les grandeurs (courants et tension:
du circuit. Toute grandeur peut étre caractérisé uniquement par son
amplitude (valeur efficace) X et sa phase 8.

‘ Le phaseur associé a x(t): X = Xe]e



Le phaseur

x(t) = V2x cos(wt +0) <mmm) X = J2 X/ (01+6)
x=1/2.

Dansuncir  Un phaseur ne dépend pas du ermanent,

tous-les col temps . Le termg
exp(jwt) es 1ts et tensions
du circuit.” ent par son
amplitude

- Le phaseur associé a x(t): X = Xe]e



Diagramme des phaseurs

u(t) =\/5UCOS((1)t+OL) ﬁ Q=Uej0°
i(1) = \/EICOS((Dt +B) <mmm) = 1o /B
|

Im

Echelles: 1 cm 210V
lem21A




Opérations elementaires sur les

phaseurs
* Addition U=U,+U,

Im

U= \/Ulz +U22 +2U U5 cos(0 —0ly)

Ul sinocl +U2 SiIlOCz

ot = arctan
Uypcosoq +Uy coson

» Re




Opérations elementaires sur les
phaseurs

e Soustraction

U = \/ Ut +U3 —2U U5 cos(0g — 01p)

Ul sinocl —UzSiIlOCz

ot = arctan
Uypcosoy —Uy cosoln

» Re




Opérations elementaires sur les
phaseurs

 Multiplication
X=X/  y=veP

7 :)_(.X:Xejayejﬁ _ 7.J0



Opérations elementaires sur les
phaseurs

e Quotient

X = Xe!® Y = Ye/P

Jo .
Z:£=Xe, = Ze/?
Yy
X
avec = — et QO=0—
Y



Dérivation d’une grandeur sinusoldale

x(t) = \/EX cos(wr+0)  Grandeur sinusoidale

X = Xejﬁej(x)t Valeur instantanée complexe
X:Xeje Phaseur
Derivation par rapport au temps: y = ?
l
dx 0. . ,
y=7=XeJe]me/(°t = jox <= Y= j0X
—_— l- — — —

Equivaut a une multiplication par jw !



Dérivation d’une grandeur sinusoldale

d
y:f=Xe]e](x)e]®t Jox <= Y = j0X
—_ t -
Généralisation:
d"x
z=—==(jo)"'x <= Z=(jo)"X




Integration d’une grandeur sinusoildale

Intégration par rapport au temps: y = [ x(¢)dt

y=[xdt = leJee]mtdt = .—ejee]mt =—X
- JO JO
= y-_x

jo

Equivaut a une division par jw !



Dérivation et intégration d’une
grandeur sinusoldale

e ['utilisation d’une représentation complexe
des grandeurs sinusoidales permet de
remplacer les opérations de dérivation et
d’intégration par une multiplication ou une
division par jw.

* Ainsi une équation intégro-différentielle se
transforme en une équation algébrique!



Interprétation geometrique

A Im
jX
X
/2 ‘
T~

jX:ejn/ZX:Xej(OHC/Z)

-
~ -
i S

Re



Interprétation geometrique
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Impedance et admittance

* 'impédance complexe d’un bipole en régime
permanent sinusoidal:

Z:

u_U

i1

- L’admittance complexe d’un bipdle en
régime permanent sinusoidal:

[ 1

Y — N
v 2

J
u



Impedance et admittance

JO I ] JB
Z:g:Ue. — 7/ | Y=== e. —Ye /?
A 2L =T U e
‘Zzg; o=0-p )@;L o=0-p

! U

Z exprimé en ohm Y exprimé en siemens



Impedance et admittance

Z=Ze/® =R+ jX

R: résistance R=2ZcCosQ Z=\/R2 +X2
X: réactance X =Zsin@ @ = arctan(X / R)

Y=Y /®=G+ B

G: conductance G =Y cosQ Y — \/G2 L B2
B: susceptance R = —Ysin(p 0= arctan(—B/G)



Impedance et admittance

Jo : / [jB .
Z:g:Ue :Ze]q) Y =— = e. :Ye_]q)
A A - U pe/?

A Im
Z =R+ jX




i(t) R
o—e—__}—o

—_—

Application a la résistance™

Valeurs instantanées Phaseurs
u(t) =~2U cos(or + o) U = Ue/*
(1) = V21 cos(wr +3) [ = 1o/B

u(t) = Ri(t) U=RI

‘ ZR:Ra ZR=R, op=0




i(t) L
ol VXYY Ny

Application a 1’inductance”

1)

Valeurs instantanées Phaseurs
u(t) = J2u cos(mr + Q) U= Ue’®
(1) = V21 cos(wt +3) = 1o/B

di
u(t)=L— U= jolLl
(?) » U=joLl

) Z, =joL, Zp=oL, ¢;=m/2
RLZO, XLZ(DL




Application a la capacité =~

Valeurs instantanées Phaseurs
u(t) = J2u cos(mr + Q) U= Ue’®
(1) = V21 cos(wt +3) = 1o/B

du
(1) =C— [ =joCU
(¢) 2 [ = joCU

m=)| Z~=1/joC, Zc=1/0C, ¢c=-m/2
RC=O, XCZ—I/(DC




Exemple

Evaluer la valeur efficace, la fréquence et la période de la
tension appliquée u(t)

Déterminer analytiguement le courant dans chacun des
éléments et celui fourni par la source

Tracer chacun de ces courants

u(t)=170cos(157.1t + 1/ 6)

R=170Q
C = 46.8uF
L=0722H




Exemple

Evaluer la valeur efficace, la fréquence et la période de la
tension appliguée u(t)

Détermn les
élémer
Calcul au tableau!
Tracer ) cx oy
Mais cette fois a I’aide des
phaseurs! |
i,
u(t)y=17 )
l \j < — L
R=170Q
C =46.8UF
L=0.722H
&

O



