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Corrigé 13

Dans cet exercice, on étudie une membrane nanoporeuse immergée dans une solution d’élec-
trolyte. L’électrolyte ayant une concentration en ions c,, on se demande quelle sera la concen-
tration en ions ¢;, dans le pore. On décrit les ions contenus dans le pore dans I’ensemble grand
canonique, comme un gaz de particules en interaction. De la méme maniére que dans la série
12, on peut effectuer I'intégration sur les impulsions dans la grande fonction de partition, puis
la représenter par un modeéle d’Ising :

M M
B = Zexp —ﬁJZ SiSiy1 + ﬁwz |S;] (1)
(53} =1 =1

Ce modeéle comporte les caractéristiques suivantes :

— Les spins S; peuvent prendre trois valeurs, +1, —1 et 0, correspondant respectivement a
la présence d’un ion positif, a celle d’un ion négatif, ou a I’absence d’ion sur le site.

— Pour rendre compte de la taille nanométrique du pore (de I'ordre de la taille d’un ion), on
place les spins sur un réseau unidimensionnel de M sites, pour lequel on pourra supposer
des conditions aux limites périodiques. On modélise les interactions coulombiennes des
ions par une interaction entre proches voisins : Ep({S;}) = J Zf\il S;Siy1 avec J > 0.
Le systéme est donc stabilisé si deux ions de signes opposés sont voisins.

— Comme dans la série 12, le potentiel vaut w = i — Ey, ou ft = kgT log(csvy,) avec vy,
le volume d’un ion, et E; > 0 est une pénalité énergétique que doit payer un ion pour
rentrer dans le pore. Cette pénalité est notamment due a la distorsion de la couche de
solvatation de I'ion.

On procéde par étapes pour obtenir la concentration c¢;, :

1. Pour une configuration donnée {S;}, exprimer le nombre d’ions N dans le canal en
fonction des ;. Justifier que ¢;, = (N)/(Muvy,).

Solution :

Un spin S; est nul dans le cas ou un site est vide, et la charge d’un ion n’entre pas en
ligne de compte. Le nombre d’ions dans le canal est donc la somme des valeurs absolues
des spins de chaque site, N = Zf\il |S;].

La concentration d’tons dans le pore c;, est le nombre moyen d’ions divisé par le vo-
lume disponible. La modélisation sur réseau implique que le volume disponible est consti-

tué du nombre de sites M multiplié par le volume de chaque site v,,. On déduit donc
Cin = (N)/(Muvy,).

2. On définit le grand potentiel Y = —kgT log =. Exprimer ¢;,, en fonction de 9Y /0w, puis
en fonction de 0Y/0cs.

Solution :

Cin tmpliquant le nombre moyen de particules, on cherche d’abord a obtenir (N) comme
une dérivé de la fonction de partition. En observant I’Eq. (1), on remarque que

65 M M M
=8 (Z |Si|> exp [—wz SiSiy1 + Bw Y |Si| (2)
=1 =1

(s} \i=1
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C’est "presque” (N) : en divisant par f= des deux cotés, on obtient

| 9= 10logE 1 u - -
w5 on =2 |28 e | =AY SiSi+ pu IS | = (V).
= T {si} \i=1 i=1 =t

(3)

On réexprime maintenant (N) en fonction du grand potentiel.

_ 19log=  O(—kgTlogE) OV

(N)

= _ = = —— 4
8 ow ow ow (4)
1oy
Muvy, Ow *
La concentration cg est contenue dans le paramétre w = kgT log(csv,,) — Fs. La dérivée
du grand potentiel par rapport a la concentration de l’électrolyte est donc

Ainsi, d’aprés le point précédent, c;, =

oy  9Y ow N ow @

0c, - 8_w008 =~ >805 - Bes (5)
puisque
ow _ I(p—Es)  O(kgTlog(csvom) — Es) 1 (6)
dey dc, N ¢,  fes
On a donc Be, BY
Cs
Cin = _Mvm e, (7)

. Montrer que la grande fonction de partition peut s’écrire comme la trace d’'une matrice
de transfert 3 x 3 :
= = Tr(T™) (8)

et donner I’expression de T.

Solution :

La fonction de partition peut s’écrire en fonction d’une matrice de transfert 3 X 3 puisque
les spins peuvent adopter 3 valeurs (+1,0 ou -1). La transition vers la matrice de transfert
s’opére en faisant apparaitre le spin S;11 dans le second terme de l’exposant, pour le
rendre symétrique :

== exp [Z (—5J5i5i+1+67w(|5i|+|5z‘+1|))] (9)

{5} i=1
M
Sw
S TLeo [-808i80 + 22080+ 15 (10)
{8i} i=1
= Z Ts15Tso85 - - Ty ysu Tsusy (11)

S1=0,£1;S2=0,£1;...;Sp,=0,%+1

= Z ( Z T5'152TS253> o TSMflsMTSMsl (12)
Sa

S1=0,41;53=0,%1;...;S,=0,%1 =0,%1
— 2
o Z [T }5153 co P]FSM—ISMFES]wSH (13)

S1=0,£1;S3=0,£1;...;Sp,=0,%1
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- Z [TM] $15, (14)

s1=0,%+1

= Tr [T"] (15)

0l Ts,s,,, = exp [—BJS;Siq1 + %“’(]Si] + |Si+1])]-
La forme matricielle de la matrice de transfert s’obtient en évaluant toutes les com-
binaisons possibles pour aller de 'une des trois valeurs de S; a l'une des trois de S;i1.

Par exemple le facteur permettant de passer de l’état S; = —1 a S;11 = 0 est
w w
Toan = exp |~ (<) 0+ 521 =11+ fo) | = exp | 5] (10

Les colonnes de la matrice se rapportent aux valeurs de S; et les lignes a celles de S;11,

Sit1=1 Six1 =0 Sip1=-1

| ! l

T= efw/? 1 efw/? — 5 =0
otBI+Bw eﬁw/2 e BIHBw | g
t
(71~,0)
FIGURE 5

comme le détaille la figure (5). On écrit cette matrice dans la base (+1,0,-1), en calculant
les éléments un par un :

e—ﬁ]—‘rb’w e,Bw/2 e+,3J+,3w

T=| efw/? 1 P/ (17)
eJrﬁJJr,Bw e,@w/2 efﬁJ+,3w

La matrice est symétrique, grice a l'ajout du spin S;y1 en début de calcul de la fonction
de partition. Le poids correspondant au transfert de ’état S; = —1 a S;11 = 0 s’obtient
en multipliant la matrice par les vecteurs S; et Siyq :

e—ﬁJ—l—ﬁw eﬁw/2 e—l—ﬁJ-l—ﬁw 0
[Si= 1] T[S =0]= (0 0 1) | P 1 e )1 =2 (1)
etBI+Bw  oBw/2  (—BJ+Pw 0

4. En calculant la plus grande valeur propre de T, on trouve 1’expression suivante pour le
grand potentiel Y = —kgTlogZ= :

Y = —MkgT log [1 + csv,e "% + A2 e B E=D (B _1)2 4 o(c2)], (19)

dans la limite diluée c,v,, < 1. En déduire un développement limité de ¢;, en fonction
de ¢4 jusqu’a l'ordre 2 en c;.

Solution :
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On wutilise la relation entre la concentration dans le pore et celle de [’électrolyte obtenue
a léquation (7) :

s O
Cin = —]\iim ac. (=MkgT log [1 + cyvme P + A2 e BB (BT 1)2 4 o(c2)])
(20)
Ve PP 4 2c,02 e 28(E= ) (BT 1)2
_ & ( m ( ) ) —i—O(Ci) (21)

Um (1 + csvmePEs + 202 e=2B(E=T) (eB) — 1)2)

La limite diluée csv, < 1 permet d’approximer le dénominateur a l'aide du développe-

ment limité (1 — x)™' = S "% 2" six = —cume P — 22 e W E=D (A — 1)2. On

obtient ainsi, en conservant uniquement les termes allant jusqu’a l’ordre 2 en cs,

Cin & (vime PP + 2c 02 e P (P — 1)2) . (22)

(1 — covpe PP — A2 e 2P ED (B _1)2 4 e ) 4+ o(c?) (23)

_— (vme’ﬁEs — ¢ vl e B 9c 2 e B ET) (BT _ 1)%) +o(c?) (24)
Um

On a donc la relation a Uordre 2
Cin = cge PP [1 — cgvpe PP (1 —2e2P7 (P — 1)2)] + o(c?) (25)
= c,e PEs [1 + cov, e PP (2e*7 — 4387 1+ 26287 — 1)] + o(c? 26
] [ sYm

S

5. Que trouve-t-on a 'ordre 1 en ¢, 7 Commenter.

Solution :
L’expression (26) s’écrit a l'ordre 1

cgi) = c,e P (27)
La concentration dans le pore est reliée a la concentration de [’électrolyte par le facteur
de Boltzmann de la pénalité énergétique que doit payer un ion pour entrer dans le canal.

6. Lorsqu’ils sont suffisamment concentrés, les ions ont tendance a former des paires (+, —),
appelées paires de Bjerrum. Justifier que la concentration de paires dans le canal peut
s’exprimer comme ¢ = —(S5;S;11)/vy (pour un ¢ quelconque). Relier (S;S;;1) & une
dérivée partielle de Y et en déduire ¢y en fonction de ¢,. A quoi correspond le terme
d’ordre 2 dans ’expression de ¢;, en fonction de ¢, ?

Solution :

On raisonne de maniére similaire a la question 1. Si deux sites vides ou un site occupé
et un site vide se succédent, alors S;S;11 = 0. Dans le cas ot deuzx ions de méme charge
se suivent, S;S;11 = 1, alors que pour des charges opposées, S;S;+1 = —1. Des paires
d’ions de mémes signes sont rares, puisqu’ils se repoussent électriqguement. On estime
leur nombre négligeable devant celui des ions de charges opposées.

St l'on ajoute un signe - pour obtenir un nombre de paires positif, puis qu’on divise
par le volume pour une concentration, on a

SiSiy1) (SiSit1)

_ it _
co=—-M TR (28)

4
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ouV = Muv,, est le volume du pore. Le grand potentiel est

M M
Y = ~kpTlogE = —kpTlog | > exp |—BJ > SiSi1 +fuw Y |5 (29)
{S:} i=1 i=1

Par le méme type de raisonnement qu’a la question 2, on trouve :

1 9Y
< +1> M aJ ( )
La concentration co vaut donc, dans la limite diluée,
1 oY
= o, 07 (3
1 0

= Voo 97 (—MkpTlog [1 + covme PP + 2o e 2P ED (P — 1)2 4 o(c2)])
Um

MkgT c?v?, (256*25(]35*‘])(6” —1)% + e72(Es= )38 (8T — 1))
- Mw,, (14 csvePEs + 22 e 20E=T) (B — 1)2)

e 2BE=I) (BT 1) ((GBJ —1)+ 6,BJ)
(1 + csvpmePEs + 202 e=28(E=T) (eB) — 1)2)

(34)
= 2c2v,e” I (P — 1) (2677 — 1) + o(c2) (35)
(36)
(37)

+o(c?)  (33)

S

= QCgvm + 0<C§)

= 2c%u,e 2B 287 (2e2P7 — 3687 4 1) + o(c?)
= 220,07 2PF (26187 — 3387 1 2P 1 o(c?)

Le développement limité du dénominateur n’apporte qu’un facteur 1 a lordre de c2,
puisqu’il est de la forme (1 — K - ¢y + O(c?)).
St l’on compare le résultat précédent a l’expression 26, ou l’on a obtenu

A2 _ e (26487 _ 4307 | 90287 _ 1) (38)

in
on voit que cg) = 205721) st l’on ne prend en compte que les termes qui dépendent de J.
On peut donc interpréter ces termes dans le développement de c;, comme étant dis a la
formation de paires de Bjerrum.

7. Qualitativement, a quoi s’attend-on pour ¢;, quand csv,, ~ 17
Solution :

St cgv,, ~ 1, Uexpression du grand potentiel dans la limite diluée n’est plus valable. On
s’attend a ce que la concentration de [’électrolyte et du pore soient égales.

8. Tracer qualitativement log ¢;,/cs en fonction de logcs & partir de tous les résultats pré-
cédents.
Solution :

La courbe de log ci,/cs est composée de trois régimes : la limite diluée, le régime transi-
toire des paires de Bjerrum et la saturation. D’apres les résultats obtenus dans les trois
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(1)

points précédents, on a donc respectivement c;, = cse PBs ozcg et 1. Tous ces résultats

procurent la fonction

—BE; 8 CsUy <K 1
Cin, .
log <—> = < log(cs) +a  sinon (39)
’ 0 8% CoUpy, ~ 1

représentée dans la figure (6).

0 > log(cs)

_5E’S ‘

FIGURE 6



