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Corrigé 10

1. Pour chaque fonction f ci-dessous, donner le nombre dérivé f ′(x0) pour tout x0 ∈ Df

en calculant la limite du rapport de Newton.

a) f(x) = cos(x)

b) f(x) = cot(x)

c) f(x) = sin(2x)

d) f(x) = sin(3x)

e) f(x) = cos3(x)

f) f(x) = arctan
(
1
x

)

On calcule les rapports de Newton en x0 :

a)

lim
x→x0

cos(x)− cos(x0)

x− x0

= lim
x→x0

−2 sin
(
x+x0

2

)
sin

(
x−x0

2

)
x− x0

= − lim
x→x0

sin

(
x+ x0

2

)
· lim
x→x0

sin
(
x−x0

2

)
x−x0

2

= − sin(x0) · 1 = − sin(x0)

où on a utilisé l’IPE du sinus

lim
y→0

sin(y)

y
= 1.

D’où on a f ′(x0) = − sin(x0).

b) Par périodicité de la fonction cotangente, on peut se restreindre à calculer le
nombre dérivé pour x0 ∈]0, π[, la fonction dérivée ayant la même périodicité.

On distingue les cas selon que x0 =
π
2
ou non. Si x0 ̸= π

2
, alors on peut calculer

en utilisant que cot(x) = 1
tan(x)

.

lim
x→x0

cot(x)− cot(x0)

x− x0

= lim
x→x0

1
tan(x)

− 1
tan(x0)

x− x0

= lim
x→x0

tan(x0)−tan(x)
tan(x) tan(x0)

x− x0

= − lim
x→x0

tan(x)− tan(x0)

x− x0

· lim
x→x0

1

tan(x) tan(x0)

= − tan′(x0) ·
1

tan2(x0)

=
−1− tan2(x0)

tan2(x0)

= − cot2(x0)− 1 =
−1

sin2(x0)



EPF - Lausanne COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse II Corrigé 10

D’où f ′(x0) = −1− cot2(x0) =
−1

sin2(x0)
.

Si x0 =
π
2

lim
x→x0

cot(x)− cot(x0)

x− x0

= lim
x→π

2

cot(x)

x− π
2

=︸︷︷︸
y=x−π

2

lim
y→0

cot(y + π
2
)

y
= − lim

y→0

tan(y)

y

= −1 = − 1

sin2(π
2
)
= − 1

sin2(x0)
= −1− cot2(x0).

En somme pour tout x0 ∈]0, π[, et donc par périodicité, pour tout x0 ∈ Dcot,
on a

cot′(x0) = −1− cot2(x0) =
−1

sin2(x0)
.

Remarque :

� On peut aussi effectuer ce calcul sans distinguer les cas en utilisant la
formule trigonométrique pour cot(α− β).

� On peut aussi calculer (sans distinguer les cas) en utilisant le fait que

cot(x) = cos(x)
sin(x)

:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

cosx
sinx

− cosx0

sinx0

x− x0

= lim
x→x0

cosx sinx0−cosx0 sinx
sinx sinx0

(x− x0)

On reconnâıt au numérateur une identité trigonométrique :

cosx sinx0 − cosx0 sinx = sin(x0 − x).

Ainsi

lim
x→x0

cosx sinx0−cosx0 sinx
sinx sinx0

(x− x0)
= lim

x→x0

sin(x0 − x)

(sinx sinx0)(x− x0)

= lim
x→x0

− sin(x− x0)

(sinx sinx0)(x− x0)
= −

(
lim
x→x0

sin(x− x0)

x− x0

)(
lim
x→x0

1

sinx sinx0

)
=

−1

sin2 x0

c)

lim
x→x0

sin(2x)− sin(2x0)

x− x0

= lim
x→x0

2
cos

(
2x+2x0

2

)
sin

(
2x−2x0

2

)
x− x0

= 2 lim
x→x0

cos(x+ x0) · lim
x→x0

sin(x− x0)

x− x0

= 2 cos(2x0) · 1 = 2 cos(2x0)

D’où f ′(x0) = 2 cos(2x0).
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d)

lim
x→x0

sin(3x)− sin(3x0)

x− x0

= lim
x→x0

2
cos

(
3x+3x0

2

)
sin

(
3x−3x0

2

)
x− x0

= 2 lim
x→x0

cos

(
3x+ 3x0

2

)
· lim
x→x0

sin
(
3
2
(x− x0)

)
x− x0

= 2 lim
x→x0

cos

(
3x+ 3x0

2

)
· 3
2

lim
x→x0

sin
(
3
2
(x− x0)

)
3
2
(x− x0)

= 3 cos(3x0) · 1 = 3 cos(3x0)

D’où f ′(x0) = 3 cos(3x0).

e)

lim
x→x0

cos3(x)− cos3(x0)

x− x0

= lim
x→x0

cos(x)− cos(x0)

x− x0

·
(
cos2(x) + cos(x) cos(x0) + cos2(x0)

)
= lim

x→x0

cos(x)− cos(x0)

x− x0

· lim
x→x0

(
cos2(x) + cos(x) cos(x0) + cos2(x0)

)
= − sin(x0) · 3 cos2(x0)

D’où f ′(x0) = −3 cos2(x0) sin(x0).

f) On calcule

lim
x→x0

arctan
(
1
x

)
− arctan

(
1
x0

)
x− x0

= lim
y→y0

y − y0
1

tan(y)
− 1

tan(y0)

où on a effectué le changement de variable :

arctan

(
1

x

)
= y ⇐⇒ x =

1

tan(y)
, arctan

(
1

x0

)
= y0 ⇐⇒ x0 =

1

tan(y0)

y, y0 ∈
]
−π

2
,
π

2

[
\ {0}, x, x0 ∈ R∗.

On calcule à présent

lim
y→y0

y − y0
1

tan(y)
− 1

tan(y0)

= lim
y→y0

y − y0
tan(y0)−tan(y)
tan(y) tan(y0)

= − lim
y→y0

tan(y) tan(y0)
tan(y)−tan(y0)

y−y0

= −tan2(y0)

tan′(y0)
= − tan2(y0)

1 + tan2(y0)
.

Finalement on aura donc

lim
x→x0

arctan
(
1
x

)
− arctan

(
1
x0

)
x− x0

= lim
y→y0

y − y0
1

tan(y)
− 1

tan(y0)

= − tan2(y0)

1 + tan2(y0)
=

−1

x2
0

1

1 + 1
x2
0

=
−1

x2
0

x2
0

1 + x2
0

=
−1

1 + x2
0

.
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D’où f ′(x0) =
−1

1 + x2
0

.

Remarque : il est possible aussi d’effectuer le calcul en utilisant l’identité

arctan

(
1

x

)
= sgn(x)

π

2
− arctan(x), x ̸= 0.

2. Pour chaque paire de fonctions f et g ci-dessous, montrer que f et g sont des IPE
autour de x0 = 0.

a) f(x) = arcsin(x) et g(x) = x

b) f(x) = arccos(x)− π
2
et g(x) = −x

c) f(x) = arctan(sin(x)) et g(x) = sin(x)

a) On a bien que lim
x→0

arcsin(x) = lim
x→0

x = 0. De plus on a

lim
x→0

arcsin(x)

x
= lim

x→0

arcsin(x)− 0

x− 0

= lim
x→0

arcsin(x)− arcsin(0)

x− 0

= arcsin′(0) =
1√

1− 02
= 1.

b) On a bien que lim
x→0

arccos(x)− π

2
= lim

x→0
−x = 0. De plus on a

lim
x→0

arccos(x)− π
2

−x
= − lim

x→0

arccos(x)− arccos(0)

x− 0

= − arccos′(0) = − −1√
1− 02

= 1

c) On a bien que lim
x→0

arctan(sin(x)) = lim
x→0

sin(x) = 0. De plus on a

lim
x→0

arctan(sin(x))

sin(x)
= lim

x→0

arctan(sin(x))− arctan(sin(0))

sin(x)− sin(0)
.

En effectuant le changement de variable y = sin(x), on a

lim
x→0

arctan(sin(x))− arctan(sin(0))

sin(x)− sin(0)
= lim

y→0

arctan(y)− arctan(0)

y − 0
= arctan′(0).

D’où finalement on a

lim
x→0

arctan(sin(x))

sin(x)
= arctan′(0) = 1
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3. On considère les deux fonctions f(x) = arccot(x) et g(x) = arctan(x) +
π

2
.

a) Donner l’équation de la tangente au graphe de f au point (0, f(0)).

b) Donner l’équation de la tangente au graphe de g au point (0, g(0)).

c) Montrer que ces deux droites sont orthogonales.

Indication : que vaut le produit des pentes ?

On rappelle que l’équation de la tangente au graphe d’une fonction f au point
(x0, f(x0)) est donnée par

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

De plus, deux droites concourrantes sont orthogonales si le produit de leur pentes
vaut −1.

a) L’équation de la tangente à Gf au point (0, f(0)) = (0, π
2
) est donnée par

tf : y = f(0) + f ′(0)(x− 0) =
π

2
+ arccot′(0)x =

π

2
− x

1 + 02
=

π

2
− x.

b) L’équation de la tangente à Gg au point (0, g(0)) = (0, π
2
) est donnée par

tg : y = g(0) + g′(0)(x− 0)

On vérifie que

g′(0) = lim
x→0

g(x)− g(0)

x− 0
= lim

x→0

arctan(x) + π
2
− arctan(0)− π

2

x− 0

= lim
x→0

arctan(x)− arctan(0)

x− 0

= arctan′(0) =
1

1 + 02
= 1.

D’où
tg :

π

2
+ x.

c) Le produit des pentes valant −1, les deux tangentes sont bien orthonogales.

4. Donner l’équation de la droite normale au graphe de la fonction f(x) = 3 sin(2x) au

point

(
π

12
,
3

2

)
.
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Indication : la droite normale à un graphe de fonction au point (x0, f(x0)) est la
droite perpendiculaire en ce point à la tangente au graphe.

On observe que (
π

12
,
3

2

)
=

( π

12
, f

( π

12

))
= A.

On commence par chercher la tangente à Gf au point A. Son équation est donnée
par

t : y = f
( π

12

)
+ f ′

( π

12

)(
x− π

12

)
.

On calcule que f ′(x0) = 6 cos(2x0) pour tout x0 ∈ R. En effet, on a

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= 3 lim
x→x0

sin(2x)− sin(2x0)

x− x0

= 3(sin(2x0))
′ =︸︷︷︸
exercice 1

3 · 2 cos(2x0) = 6 cos(2x0).

D’où f ′
( π

12

)
= 3

√
3 et l’équation de t est donnée par

t : y =
3

2
+ 3

√
3
(
x− π

12

)
.

La droite normale n au point A a pour pente mn = −1
mt

où mt est la pente de la
tangente t, comme les deux droites sont orthogonales. Son équation est donc

n : y =
3

2
− 1

3
√
3

(
x− π

12

)
.

5. On décrit le demi-cercle supérieur du cercle trigonométrique comme le graphe de la
fonction f définie par

f(x) =
√
1− x2, x ∈ [−1, 1].

En s’aidant d’un dessin, et sans calculer le nombre f ′(x0), donner la pente de la
tangente t au graphe Gf au point (x0, f(x0)) pour tout x0 ∈]− 1, 1[. En déduire la
valeur de f ′(x0).

Indication : commencer par calculer la pente de la droite reliant l’origine au point
(x0, f(x0)).

On représente la situation dans la figure ci-dessous :
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Considérons x0 ∈]− 1, 1[\ {0}. La droite radiale OP est orthogonale à la tangente t
au cercle au point P = (x0,

√
1− x2

0). La pente de OP est par construction donné
par

m =

√
1− x2

0

x0

.

Comme t et OP sont orthogonales, le produit de leur pentes vaut −1 et donc

mt =
−x0√
1− x2

0

,∀x0 ∈]− 1, 1[\ {0} .

Si x0, alors P = (0, 1), et donc la tangente est horizontale et sa pente est nulle. La
formule du dessus est donc également valable en zéro.

Comme le nombre dérivé f ′(x0) vaut la pente de la tangente au graphe d’une fonction
f au point (x0, f(x0)), on trouve alors

f ′(x0) = mt =
−x0√
1− x2

0

,∀x0 ∈]− 1, 1[.


