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Corrigé 10

1. Pour chaque fonction f ci-dessous, donner le nombre dérivé f'(xq) pour tout zo € Dy
en calculant la limite du rapport de Newton.

a) f(x) = cos(z)
b) f(x) = cot(x)
¢) f(z) = sin(2x)
d) f(z) =sin(3x)
&) f(z) = cos’(x)
f) f(z) = arctan (1)

On calcule les rapports de Newton en xg :

a)

cos(z) — cos(zo) —2ssin (2522) sin (25%2)

lim = lim 2
T—T0 T — X T—T0 T — Xo
. . T+ T . sin (a:—on)
= — lim sin - lim ———=—+
T—x0 2 T—x0 5 0
= —sin(zg) - 1 = —sin(xg)
ou on a utilisé I'IPE du sinus
. sin(y
lim J =1.
y—0 Yy

D’oti on a f'(xg) = —sin(zy).
b) Par périodicité de la fonction cotangente, on peut se restreindre a calculer le
nombre dérivé pour xy €0, [, la fonction dérivée ayant la méme périodicité.

On distingue les cas selon que xo = 7 ou non. Si xy # 7, alors on peut calculer
en utilisant que cot(r) = —

tan(z)
1 1 tan(zo)—tan(z)
t - t an(z)  tan(z . an(x) tan(x
i COt@) —cot(zo) _ . Tm@ T fn@o) _ oy, ten@ nteo)
T—T0 T — 2o T—x0 T — 2o T—T0 r — X
t —t 1
—lim an(x) — tan(xg) - lim
z—m0 T — To z—zo tan(z) tan(xo)
1
= —tan’ -
an’(zo) tan? (zo)
~ —1—tan*(z)
~ tan?(x)
9 -1
= —cot“(zg) — 1 =

sin®(zg)
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—1
D’ou f/(xo) =—-1- C0t2(.7}0) = T35
sin®(zo)
Si o = %
lim cot(x) — cot(xg) — lim Cot(az;r)
T—T0 T — X r—=5 T — bl
cot(y + 5 t
= lim —(y 2) = —lim —an(y)
\/"ﬂ y—0 Y y—=0 Yy
Yy=r—%
1 1
= —1=— = — = —1 — cot®(zg).
sin®(%) sin?(xg) (o)

En somme pour tout zq €]0, 7, et donc par périodicité, pour tout zq € Dee,

on a

—1
cot/(z9) = —1 — cot®*(zg) = —5—.
sin®(xg)

Remarque :
e On peut aussi effectuer ce calcul sans distinguer les cas en utilisant la
formule trigonométrique pour cot(a — 3).

e On peut aussi calculer (sans distinguer les cas) en utilisant le fait que
COt(l’) _ cos(x)

sin(z) °
CosT __ Ccosxo COS & Sin Tg—Cos X sin &
. f(l‘) _ f(l’()) ERRT sinx sinwg __ 1: sin  sin 2o
lim = lim ————= = lim

On reconnait au numérateur une identité trigonométrique :

cos x sin xg — €os Lo sinx = sin(zg — ).

Ainsi _ '
COS T SIn rg—COS T SIn T .
lim sin x sin xqg = lim Sln(xo - .ZU)
T30 (x — z0) z—zo (sinx sinzg)(x — x9)
Al Gl ) Y (S LRt V) I (SRS S
z—zo (sinx sinzg)(x — zo) Toz0 T — X e—zo sin @ sin g sin” xg
c)
: : 204220 i1 (222
lim sin(2x) — sin(2x) i 9% (2£200) sin (222m0)
T—x0 Tr — X T—xT0 r — Xy

=2 lim cos(z + x¢) - lim sin(e — 2o)
T—T0 T—T0 xr — J,’O

= 2cos(2xg) - 1 = 2 cos(2x0)

D’ou f'(zg) = 2 cos(2xy).
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d)
lim sin(3z) — sin(3xp) _ lim 25 (3£320) gip (32=5m0)
T—T0 T — X T—x0 r — T
3z +3 sin (2(x — z
=2 lim cos (M) - lim (2( 0>)
T—T0 2 T—x0 T — X
3 3 3 sin (3(x — x
=2 lim cos R + 5% - — lim 3(2( 0»
r—x0 2 2 T—T0 5(1’ — 33'0)

= 3cos(3xg) - 1 = 3 cos(3xo)
D'ou f'(z) = 3 cos(3xp).
e)
cos®(x) — cos®(xg) , cos(z) — cos(xg)

1 = . 2 2
Jim P Jim P (cos?(x) + cos(z) cos(zp) + cos®(w))

cos(x) — cos(xg)

= li - I 2 2
Jim P Jim (cos?(z) + cos(z) cos(zg) + cos?(zo))

= —sin(xg) - 3 cos?(zo)
D’ou f'(zg) = —3 cos?(zo) sin(zg).
f) On calcule

1 1
' arctan (ac) arctan <x0> ' Y — Yo
lim = lim — 71—
o T—To YT an@y) T tan(wo)

ol on a effectué le changement de variable :

1 1 1 1
arctan | — | =y < r = , arctan | — | =yg <= x9 =
. tan(y) T tan(yo)
-7 T .
9,906}775[\{0}, xr,xrg € R,

On calcule a présent

- Y—% . y—vy . tan(y)tan(yo)
g}irg/lo 1 1 Y—10 tan(yo)—tan(y) - yhﬁrgo tan(y)—tan(yo)
tan(y) tan(yo) tan(y) tan(yo) v
_ tan’(yo) _ tan®(yo)

tan’(yo) 1+ tan?(y)

Finalement on aura donc

arctan (%) — arctan ( L )

. zo . Y—%Y

lim = lim — 1

T30 T — X Y70 Tan(y) — tan(yo)
tan’(yo)  —1 1

1+ tan?(yo) _x_%l—l—%

-1 22 -1

R 1+a2 1+a2
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-1
14 a3
Remarque : il est possible aussi d’effectuer le calcul en utilisant I'identité

Dot f'(y) =

1
arctan <—> = sgn(x)g — arctan(x), x # 0.
T

2. Pour chaque paire de fonctions f et g ci-dessous, montrer que f et g sont des IPE
autour de zy = 0.

a) f(x) = arcsin(x) et g(z) =
b) f(z) = arccos(z) — 5 et g(x) = —x

¢) f(z) = arctan(sin(z)) et g(x) = sin(x)

a) On a bien que lim arcsin(z) = lim x = 0. De plus on a
z—0 z—0

lim arcsin(z) — im arcsin(x) — 0
z—0 T z—0 x—0

arcsin(z) — arcsin(0)

z—0 x—0
1

Vi

= arcsin’(0) =

b) On a bien que lir% arccos(z) — g = lim —z = 0. De plus on a
z—>

z—0
arccos(xr) — = _
m () =5 C lim arccos(z) — arccos(0)
z—0 —x z—0 x—0
—1
= —arccos'(0) = —

Vi-02

¢) On a bien que hH(l) arctan(sin(x)) = hH(l) sin(z) = 0. De plus on a
T—> z—

- arcta.n(sin(x)) — tim arctan(sin(x)) — arctan(sin(0))

20 sin(x) 20 sin(x

)
)

En effectuant le changement de variable y = sin(x), on a

— sin(0)

arctan(sin(x)) — arctan(sin(0)) lim arctan(y) — arctan(0)

7—0 sin(x) — sin(0) y—0 y—20

= arctan’(0).

D’ou finalement on a

-
i ArtANGING)) - tan(0) = 1
20 sin(x)
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3. On considere les deux fonctions f(z) = arccot(z) et g(z) = arctan(z) +

b) Donner I’équation de la tangente au graphe de g au point (0, g(0)).

ro| 3

a) Donner I’équation de la tangente au graphe de f au point (

¢) Montrer que ces deux droites sont orthogonales.
Indication : que vaut le produit des pentes 7

On rappelle que I'équation de la tangente au graphe d’une fonction f au point
(20, f(z0)) est donnée par

y = f(xo) + f'(w0)(z — x0).

De plus, deux droites concourrantes sont orthogonales si le produit de leur pentes
vaut —1.
a) L’équation de la tangente a Gy au point (0, f(0)) = (0, §) est donnée par

R ' _="r "My =2 % T
try=f(0)+ f(0)(x—0) 2+arccot(0):z: s Ixe 2 &

b) L’équation de la tangente a GGy au point (0, g(0)) = (0, ) est donnée par
tg:y=9(0)+4'(0)(z - 0)

On vérifie que

—¢g(0 arctan(z) + £ — arctan(0) — Z
g’(o):hmwzhm () 2 () 2
a—=0 1 —0 z—0 x—0
— im arctan(x) — arctan(0)
z—0 z—0
arctan’(0) 1 1
- I 1 == =
1+0?
D’ou
T
tg i i/

2

c¢) Le produit des pentes valant —1, les deux tangentes sont bien orthonogales.

4. Donner I’équation de la droite normale au graphe de la fonction f(x) = 3sin(2z) au

it T 3
om —_—, = .
P 12'2
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Indication : la droite normale & un graphe de fonction au point (xg, f(zo)) est la
droite perpendiculaire en ce point a la tangente au graphe.

On observe que
ig _ <1,f<1>> — 4
127 2 12 12
On commence par chercher la tangente a Gy au point A. Son équation est donnée

bat m (T s
ty=1(g55)+ (35) (0 55)-

On calcule que f’(z) = 6 cos(2xy) pour tout xy € R. En effet, on a

f'(xo) = lim f(@) = flwo) _ 3 lim sin(2z) — sin(2z)
T—T0o T — 2o T—T0 T — To
= 3(sin(2z0)) = 3-2cos(2z) = 6cos(2zo).
exercice 1

T

D’ou f’ (12> — 3v/3 et I'équation de ¢ est donnée par

3 T
fiy=2 (——).
Y 2+3\/§x 17

La droite normale n au point A a pour pente m, = ;—1 ou my est la pente de la
tangente t, comme les deux droites sont orthogonales. Son équation est donc

3 1 ( 7r)
n:y=-———=\r—-—=).
VT35 12

5. On décrit le demi-cercle supérieur du cercle trigonométrique comme le graphe de la

fonction f définie par
flz) =v1—2a%xe[-1,1].

En s’aidant d’un dessin, et sans calculer le nombre f'(zg), donner la pente de la
tangente ¢ au graphe Gy au point (g, f(zo)) pour tout zy €] — 1,1[. En déduire la
valeur de f'(zq).

Indication : commencer par calculer la pente de la droite reliant 1’origine au point

(zo, f(w0)).

On représente la situation dans la figure ci-dessous :
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Oy

Ozx

Considérons xy €] — 1, 1]\ {0}. La droite radiale OP est orthogonale a la tangente ¢
au cercle au point P = (xg, /1 — x3). La pente de OP est par construction donné

par
/1 — a2
m=—+———.

Zo

Comme t et OP sont orthogonales, le produit de leur pentes vaut —1 et donc

Si zg, alors P = (0, 1), et donc la tangente est horizontale et sa pente est nulle. La
formule du dessus est donc également valable en zéro.

\Vxo €] —1,1[\ {0}.

my =

Comme le nombre dérivé f’(zg) vaut la pente de la tangente au graphe d’une fonction
f au point (zg, f(x¢)), on trouve alors

Fwo) = my = ——n




