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Corrigé 4

1. On considere Péquation : (m—1)z> —2(m+1)x+2m—1=0.

Pour quelles valeurs de m cette équation admet-elle deux racines z; et xo
vérifiant la relation : —6 < a1 <4 <9 7

Soit P(z)=(m—1)a>-2(m+1)z+2m—1.

Si m—1#0, lacourbe définie par y = P(x) est une parabole d’axe vertical dont
la concavité dépend du signe du coefficient de z2.

by
P(-6)
4
X1 X2 X
° Pa)
m—1>0 m—1<0
Exploitons les conditions imposées.
m—1#0
a) P(x) admet deux racines distinctes x; et zo : et
A>0

b) i) —6 est en dehors de l'intervalle [z, 23], donc P(—6) et (m—1) sont
de méme signe.

ii) 4 est dans lintervalle |z, 25|, donc P(4) et (m —1) sont de signes
contraires.

(m—1)-P(—6) >0 i)
En résumé : et
(m—1)-P(4) <0 ii)
a) A=4(m+1)2—=4(m—-1)2m—1)=—4m(m —5).
A>0 < me]o,5].

Dot S, =]0,1[U]1,5].
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b)

S=8, NS =]1,

i) P(—6) =25(2m —1).
(m—1)-P(=6)>0 < 252m—1)(m—1)>0.
Si=]-o00, s[U]1, +o0].
ii) P(4) =5(2m —5).
(m—1)-P(4)<0 & 5@2m—5)(m—1)<0.
Si=1]1,2][.
Sp=25 N Si=]1,

[

Nt

[

DOt

Remarque : La condition b) implique la condition a), donc S, C S, .

On aurait pu se passer de la premiere étape.

2. On donne le trinéme P(z) = (m —2)2* —4mx +5m —1, meR.

a)

b)

Déterminer m pour que la courbe d’équation y = P(x) soit entierement
contenue dans le demi-plan défini par : y < —6x +5.

Déterminer ’équation de la parabole définie par y = P(z) vérifiant les deux
conditions suivantes :

i) la parabole est tangente a la droite d’équation y = —6z + 5,

ii) P(x) admet un minimum.

Calculer alors la valeur de = pour laquelle P(x) est minimum.

La courbe d’équation y = P(x) est entierement contenue dans le demi-plan
défini par : y < —6x 4+ 5 si et seulement si

P(zr) < —6x+5 VzeR.
Soit Q(z) = P(x) — (—6x+5)=(m—2)2> —2(2m —3)x +5m — 6.

Q(zr) < 0 Vr € R si et seulement si le discriminant A de Q(z) et le
coefficient de 22 sont tous les deux strictement négatifs.

A<0 < 42m—-3—-4(m—6)(m—2)<0 < —4(m—1)(m—-3)<0
& (m=1)(m—=3)>0 < me]|—o00,1[ U |3, +oo]l.
Et m—2<0 & me]—o0,2].

Les deux conditions sont vérifiées si et seulement si m € | — oo, 1].
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b) La parabole est tangente a la droite d’équation y = —6x + 5 si et seulement
si 'équation P(x) = —6x + 5 admet deux solutions confondues.

Le discriminant A de Q(z) = P(z) — (—6x +5) doit donc étre nul.

Et P(zr) admet un minimum si et seulement si son coefficient de =«
strictement positif.

2 est

A=0 & m=1ou m=3 et m—-2>0 & m>2.

Dot m =3 ; et ’équation de la parabole est y = 2? — 12z + 14.
12

L’abscisse du minimum est z,, = 5 = 6.

3. a) Résoudre dans R D’équation suivante : —a2—z+6=—(x+1).

e Domaine de définition.

Dig={reR/ —a®—2+6>0} = [-3,2].

e Résolution de I'équation sur son domaine de définition.
o Cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si —(z+1) > 0.
Condition de positivité :

—(z+1)>0 & zz<-1 < ze [-3,-1].

o Sous cette condition, les deux membres de 1'équation étant positifs, on
peut les élever au carré.

Vil —r+6=—(z+1) & —2’—2+6=[-(z+1)]

3::—% convient
& 20°432-5=0 & (22+5)(z—-1)=0 & { ou
=1 a exclure

En conclusion : S ={-2}.

r—2(1++x—-1)

b) Résoudre dans R 1'équation suivante : =1

2 —x—1-5
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e Domaine de définition.
Dos={z€R/x-1>0 et 20—V —-1-5+#0}.

)r—-—1>0 < =z €[l;+oof.
ii) Résolvons I’équation : x —1 =2z —5.
o Condition de positivité : 22 —-5>0 < =z € [2; +oo].

o Sur cet intervalle, les deux membres de I’équation sont positifs ou nuls,

on peut les élever au carré :
r =2 : aexclure

r—1=22-5)7 & 42*-21r+26=0 < < ou

L’unique solution de I’équation +x —1=2r—5 est z=13.

En conclusion : Dy = [1;%[U}%;+oo[.

e Résolution de I'équation sur son domaine de définition.

r—2(1+vVr-1) R
20 —\x —1-5 =1 & z-214+Ve-1)=22—Vz—-1-5

& r—1=3—-=x.
Condition de positivité : 3—z>0 < z€ [1;3].
Sur ce domaine restreint, I’équation devient équivalente a :

=2
r—1=0B-2)0° & 2°-Tr+10=0 <& ou
r =25 : aexclure

En conclusion : S = {2}.

4. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

x2 (2z — )
2(x+1)

a) xt —3 > a2+ 3x, b)

a) e Domaine de définition.

Do ={z €R|2®+32>0} =] —o00, =3] U [0, +00].



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I ~ Corrigé 4

e Premier cas
r—3<0 <& xze€|—o00,—-3]U][0,3]. Danscecas, ona
22 +3r < x—3.
——
>0 <0

Sur ce référentiel restreint, 'inéquation n’est pas vérifiée, I’ensemble solu-
tion est vide : S; =10.

e Deuxieme cas
r—3>0 <& x€ [3,400[. Dans ce cas, les deux membres de

I'inéquation sont positifs, on peut les élever au carré :

P?2+3r<r—3 & °+3r<(vr—3)°
& P +3w<a®—6z+9
& 9 <9
&S <.

Sur ce référentiel restreint, I’ensemble solution est aussi vide : Sy = ().

e Conclusion

L’ensemble solution est la réunion des ensembles solutions partiels :

S=5US8,=10.

b) e Domaine de définition.

Dar = {2€R|a+1£0 et 5250 >0}

= ]-oo, —1[ U {0} U [}, +oo].

e La résolution de cette inéquation irrationnelle dépend du signe de 2 — x.

02—x<0 & ze]|

Nt

, oo .

Sur ce référentiel, I'inéquation est toujours vérifiée, S; = [g , +oo .

02—z>0 & xz€]—00,-1[U{0}.

Sur ce référentiel, les deux membres de l'inéquation sont positifs ou
nuls, on peut les élever au carré.

2? (22 — 5) ) 22 (22 — 5) )
EI S A T

220 —5)—2(2 —x)? 1 2
<:>x(x 5) ( x)(m+)20<:>x8

>
2(x+1) r+1 2 0
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On étudie le signe de cette fraction rationnelle ¢) al’aide d’un tableau

de signe :
T —2v/2 —1 2v/2
| x
r? -8 + 0 — — 0 -
r+1 - — (l) + +
I
Q>0 & xc€[-2V2, -1[U[2V2, +oo]; Sy = [-2v2, —1].

e En conclusion :
S == Sl U SQ == [—2\/5,—1[ U [g,—i—oo[

5. On considere Péquation : 2?4+ (m —2)z — (m+3)=0.
Déterminer m pour que la somme des carrés des racines soit égale a 9.

Indication : utiliser les formules de Viete pour exprimer la somme des carrés des
racines.

e Existence des racines z; et xs:
A= (m-2>+4m+3) = m*+16, A >0 VmeR.
e Expression de z? + 23 a I'aide des formules de Viete :
ri4+as = (r14+29)? 22,15 = S?—2P avec S=x,+xy et P=2x,1,.
S =—(m—2) et P=—-(m+3).
i+ =9 & (m—-207+2(m+3)=9 & m'—2m+1=0
& (m—-1)7=0 & m=1.

La somme des carrés des racines est égale a 9 si et seulement si m =1 .

6. On considere le domaine D ci-contre.

e On note a la longueur du coté AB.

D
e On note b la longueur du coté BC.
e ABCF est un rectangle.
E D C
e FCD est un triangle isocele rectangle en D.
e Le périmetre L du domaine D est fixé et vaut A B

10.
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Le but est de trouver a et b pour que l'aire de D soit maximale, avec la contrainte
que le périmetre est fixé constant a la valeur 10. (NB. On appelle ce genre de
probleme des problemes d’optimisation sous contraintes.)

a)
b)

c)

Exprimer la longueur b en fonction du périmetre et de a.

Déterminer ’ensemble des valeurs admissibles pour a, c’est-a-dire 1’ensemble
des valeurs possibles de a pour qu'un tel domaine soit constructible.

Indication : utiliser que a > 0, b > 0 et I'expression de b trouvée au point
précédent.

Déterminer 'aire A du domaine D en fonction de a.
Déterminer la valeur de a pour que l'aire soit maximale.

Vérifier que la valeur de a trouvée au point précédent est bien contenue dans
I’ensemble des valeurs admissibles.

On cherche les longueurs des cotés manquants et on exprime le périmetre. Dans
la figure ci-contre, la hauteur DF est également la médiatrice du segment EC'
et la bissectrice de 'angle en D. Par conséquent, puisque ’angle en D est droit,
les triangles EF'D et F'CD sont isoceles et rectangles en F'.

On a donc EF = FC = FD = § et par le théoreme de Pythagore DC' =

DE = a.
On a alors

10— (V341
L=10=a+2b+v2aep= <§+ Ja,

Pour déterminer les valeurs admissibles pour a, on examine les contraintes

géométriques du probleme. On doit imposer que a > 0 et b > 0 (on doit
pouvoir construire la base rectangulaire), autrement dit

a>0et

10— (v24+1 10
(\/_Jr )a>0<:>a>0eta< .
2 +2

L’ensemble des valeurs admissibles est donc U'intervalle ]0, ; 101,
+v2

L’aire du domaine D est 'aire du rectangle sommée avec 1’aire du triangle :

2 14 2v2

1 1 5a.
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d) Au point précédent, on a calculé que

1+2v2 ,
——a

A= Ala) = ——

+ 5a.

C’est un trinome du second degré en a, dont le graphe est une parabole avec

les branches orientées vers le bas. Il existe donc un maximum en a,,q; = 1+120 7

(On rappelle que pour un trinéme P(z) = ax?®+bx+c, avec a < 0, le maximum

est atteint en o = 52.)
2a
Ama:c
N
\
\
AY
\
\
\
\
A}
\
\
\
\
—— @
0] 10 10 20
i 142V/2 142 14242
\
/ .

e) Pour vérifier si la valeur trouvée au point précédent est admissible, on compare

10 10 1 1
Tavs AVeC - Comme1—|—2\/§>1+\/§, ona s < 5 et donc

0 _ 10
1+2v2  1+V2

La valeur trouvée au point précédent est donc admissible : on peut construire
le domaine d’aire maximale sous la contrainte que son périmetre vaut 10.

7. Simplifier les expressions suivantes ou p et ¢ sont des nombres réels strictement
positifs.
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b) B = 9+v/2p8q¢+3+v/—16p3q+ /2q.

Dans les trois termes de B apparait la quantité /2¢, on la met en évidence.

B = {2q [9W+3W+1]
= /2q (9P +3pV/—8+1]
= V2q [(3p)*—2(3p) +1]
= V2q (3p-1)".

8. Soit x € R*. Dans les cinq cas suivants, déterminer si les deux expressions données
sont égales. Justifier rigoureusement votre réponse.

W) A= VIEFTTFT et alw)= 141+ %,
b) B(a) =sen(e) VA1 et ba)=a* /14 %,
c) Clz) =vat+a3 et  cla)=aVr+l,

d) D(z)=Va® et d(x)=2|a],

e) BE(x) = Va2 et e(x) =+/x.

On commence par se forger une opinion en comparant, par exemple, les domaines
de définition ou ’ensemble des valeurs des deux expressions.

Si les deux expressions semblent étre différentes, on cherche un contre-exemple a
I’égalité.

Si les deux expressions semblent étre égales, on tente une démonstration.

a) Les deux expressions ont méme domaine de définition Dy = D, = R*, mais
elles n'ont pas méme ensemble de valeurs : a(x) est toujours strictement
positif, A(z) peut étre négatif.

Contre-exemple a I'égalité : == -1, A(-1)=-1, a(-1)=+1.

b) Les deux expressions ont méme domaine de définition Dp = D, = R* et
méme ensemble de valeurs : Vg =V, =]—o00, =1[U]1, +o0].

Montrons que ces deux expressions coincident sur leur domaine de définition.

sgn(z) Vab+1 = sgn(x) /26 (1+ %) = sgn(z) Va® \/1+ %

= sgn(z) [2*] /14 % = sgn(a®) [2*| \/1+ % = 2*\/1+ %, VzeR~
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c) Les deux expressions ont méme domaine de définition et méme ensemble de
valeurs.

Montrons que ces deux expressions coincident sur leur domaine de définition.

Vit+ a3 = Y3 (x+1) = Va3 -JYz+1 = 2o +1, VzeR"

d) Vab = 2% |z|, Va2 eR*. Démonstration :

vt = (@2 = [2¥] = [a® x| = [ Ja] = 2% 2],

e) Ces deux expressions ne sont pas égales car elles ont des domaines de définition
différents.

Contre-exemple a 'égalité : z=—-1, FE(-1)=1 et —1¢&D..

9. Résoudre dans R ['équation suivante par rapport a la variable z en fonction du
parametre m :

V2(@2+1)=x2—m, m € R.

Expliciter ’ensemble solution pour chaque valeur du parametre m € R.

Résolution d'une équation irrationnelle de type /f(x) = g(z).

La résolution de I’équation /2 (22 +1) = 2 —m dépend du signe de = —m.
e Domaine de définition
Dyt ={r €R|2(2*+1) >0} =R.
e Condition de positivité
Cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si

r—m>0 & x>m & Dy =[m,+0o0l.

e Equivalence

Sous cette condition, on a les équivalences suivantes :
222+ 1) =0-m < 2(@*+1)=(z—-m)* & 2*2mz+2-m?=0.

L’existence de solution de cette équation du deuxieme degré dépend du signe de son
discriminant A.



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I ~ Corrigé 4

e Existence de solution

L’équation du deuxieme degré z2 +2mx +2 —m? = 0 n’admet d’éventuelles
solutions que si son discriminant est positif ou nul.

A=4m*—42—-m?) =8m* -8 =8(m* —1).
A>0 & me]—oo,—-1]U]ILl, +oo[= M.
Dans ce cas, I’équation du deuxieme degré admet deux solutions :
r1=-—m—+/2(m?—1) et ze=-—m++/2(m>—-1).

Les deux solutions x; et x5 de I'équation du deuxieme degré ne sont pas
nécessairement solution de 1’équation initiale.

e Validité des deux valeurs obtenues

Les deux valeurs x; et x5 sont solutions de I’équation initiale si et seulement
si elles vérifient la condition de positivité. Par conséquent, pour m € M :

)z >m & —-m—y2(m2—-1)>m <& /2(m?>—-1)<-2m.

Soit M; 1’ensemble des solutions en m de cette inéquation.

La résolution de cette inéquation dépend du signe de —2m :

i) Si —2m<O0etmeM <& me [1,+00[, alors My;=0.

i) Si —2m >0etme M <& me |—oo0,—1], alorsles deux
membres de I'inéquation sont positifs ou nuls, on les éleve au carré :

2(m?—1) < (=2m)* < m?> -1, My; =]—o00, —1].

iii) L’ensemble M; est la réunion des ensembles solutions partiels :

Mleh‘UMMZ':]—OO,—]_].

2) e >m & —m+/2(m?P-1)>m <& /2(m?>—-1)>2m.

Soit My D’ensemble des solutions en m de cette inéquation.

La résolution de cette inéquation dépend du signe de 2m :

i)Si 2m < O0etm e M <& me|—o0,—1], alors My =
| — o0, —1].

ii) Si 2m>0etme M <& me [1, +oo[, alorsles deux membres
de l'inéquation sont positifs ou nuls, on les éleve au carré :

2(m*—1)>(2m)> & m*< -1, Moy =10.
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iii) L’ensemble M, est la réunion des ensembles solutions partiels :
My = My U My = | —o00, —1].
En résumé :

o 7 est solution de I’équation initiale si et seulement si m € M; = | —
oo, —1],

o xy est solution de 'équation initiale si et seulement si m € My =] —
oo, —1].

e Conclusion

On explicite ’ensemble solution pour chaque valeur du parametre m :
— st me]-oo, —1], alors S = {—m— 2(m?—-1), —m+ 2(m2—1)},
—si me]—1,4o00[, alors S=0.

10. Exercice facultatif

Résoudre dans R l'inéquation suivante par rapport a la variable z en fonction du
parametre m :

|22 —5m?| < z—m, m € R.

Expliciter ’ensemble solution pour chaque valeur du parametre m € R.

Distinguer deux cas selon que x —m est positif ou négatif.

Domaine de définition : Dg = R.

La résolution de cette inéquation dépend du signe de x —m : Dyos = [m, +00].

e Premiercas: z-m<0 & 2<m&xE Dyy.

Dans ce cas, I'inéquation n’est pas vérifiée

|22 —5m?| < xz—m, Si1=0.
——
>0 <0
e Deuxieme cas (condition de positivité) : z—m >0 < zx>mEx €

Do -

Dans ce cas, les deux membres de I'inéquation sont positifs. L’ensemble solu-
tion ne change pas si on les éleve au carré :

|22 —5m2| < x—m <& |2*=5m? < (z—m).
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On utilise I’équivalence :

fz) < g(x)
|f(£(])| Sg(ﬁ(]) Ang et Ve Ddemepos~
f(x) = —g(x)

On résout cette inéquation a l’aide de 1’équivalence suivante :

22 —5m? < (x — m)?
2% —5m?| < (z —m)* & et
2?2 —5m? > —(x — m)?

2max < 6m?
= et
222 — 2mx — 4m? > 0

mx < 3m? (7)
g et

2 —mz—2m? >0 (i1

La résolution de I'inéquation mx < 3m? dépend du signe du coefficient m .

Résolution de I'inéquation max < 3m? sur le domaine défini par la condition de
positivité Dyos = [m, +00].

La résolution de cette inéquation dépend du signe du coefficient m .

e Si m<0: mzx < 3m? < x>3m.

S; = [3m7 +Oo[ﬂDpos: [3777,, +Oo[ﬂ[m, +OO[: [m, —|—OO[

eSim=0: mz < 3m?* & 0<0.

S;=R N Dpos =RNR, =R, |

e Sim>0: mz < 3m? < x<3m

SZ:] _0073m] ﬁDpos:] _Ooagm] N [m,+00[: [m,Bm}
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Déterminer les deux racines du trinome 22 —ma — 2m?, puis les ordonner.

Résolution de 'inéquation 2% —max —2m? > 0 sur le domaine défini par la condition
de positivité Dyos = [m, +00].

2> —mz—2m*>0 & (z+m)(x—2m)>0.

Donc x est ”a l'extérieur” de l'intervalle dont les bornes sont —m et 2m. On
explicite I’ensemble solution S;; en fonction du signe de m :

e Si m<0, ona 2m<0<—m:

Sy = (]—oo,2m]U[—m,+oo[) N Dpos

= (]—o00,2m| U [-m, 4o0[) N [m, +o0]

= [-m, +oo]
i 1 i x
2m m 0 -m
eSim=0, ona (z+m)(z—2m) > 0 & 2*>0.
Si=RN Dpoy =RNR, =R, .
e Si m>0, ona —m<0<2m:
Si = (]—o00,—m] U [2m, +00[) N Dpos
= (]—o00,—=m] U [2m, +o0]) N [m, +o0]
= [2m, +o0]
3 : v
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On en déduit 'ensemble solution S comme intersection des ensembles solutions
des inéquations (i) et (ii)

e 5i m<0, alors S=[—-m, +oo].

|

T

I

I

1
m

o“““
| ]
3

e Si m=0, alors S=R,.

e Si m>0, alors S= [2m, 3m].




