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Corrigé 3

1

1. On considere les fonctions f et g définies par f(z) =52—-2 et g(z) = —32— % .

a)

Dans un repeére orthonormé (unité = 2 carrés), représenter le graphe de f et
de ¢, puis en déduire celui de |f].

Déterminer graphiquement les solutions de I'équation |f(z)| = g(z).

Interpréter graphiquement, sur ’exemple ci-dessus, 1’équivalence suivante

f(x) =g(x)
| f(x)]|=g(x) < g(x)>0 et ou
f(x) = —g(x)

Pour cela, résoudre graphiquement les deux équations f(z) = g(x) et f(z) =
—g(x) sur le domaine g(z) > 0 et observer que la solution est la méme qu’au
point a).

Les graphes de f et g sont des droites. Le graphe de |f| se déduit de
celui de f en symétrisant par rapport a 'axe Oz tous les points d’ordonnée
négative.

On en déduit graphiquement que l'unique solution de | f(z)| = g(z) est
r=-3.

\
|f]

\ YA

Y
i




EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 3

b) On représente le graphe de —g en symétrisant par rapport a 'axe Ox tous
les points du graphe de g¢.
Sur le domaine Dy = {z € R | g(x) > 0} (domaine blanc sur la figure
ci-dessous), l'équation f(z) = g(xr) n’admet pas de solution et 1'équation
f(z) = —g(x) admet une unique solution = = —3.
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<79(X)>0—>%—g(x)<0 >

2. Résoudre dans R les deux équations suivantes :

3
a’) |—l‘+4| = _Ea

b) |2* —22* =4z + 3| = (2*+1)(z—3).

a) Domaine de définition : Dger = R*.

Condition de positivité : cette équation admet d’éventuelles solutions seule-
ment si —% >0. Or

On a donc Dpes = R_.

Pour & € Dggs N Dyos = R*, 'équation devient :



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 3

3 =4 +3=0 (1)
—r+4d=4+— & z(—z+4)=43 & ou

v 2 —4r—-3=0 (2).
e Résolution de ’équation (1)

?—4x+3=0 & (r—1)(x—-3)=0. SwRona S =0.
e Résolution de ’équation (2)

22 —4r—-3=0 < z=2+7. Sur R* | 52:{2—\/7}.

S=S5US = {2—\/7} .
b) Domaine de définition : Dger = R.

Condition de positivité : cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si
(22 4+1)(x —3) > 0.

(’+1)(x=3)>0 & 2-3>0 & x€ [3, +ool.
On a donc Dyes = [3, +00].

Pour & € Dg¢r N Dpos = [3, +00 [, I'équation devient :

d — 20 — 4 +3 =42 +1)(x —3)
& 2* -2 —dr+3=+(*—-32"+2-3)

2 —5r+6=0 (1)
& ou
203 — 522 —3x =0 (2).

e Résolution de ’équation (1)
??—5x+6=0 & (r—3)(x—2)=0.
Sur [3, +oo[, S1={3}.

e Résolution de I’équation (2)
20°—52°-3r=0 & z2(22°-52x-3)=0 <& z(2z+1)(z—3)=0,
Sur [3, +oo[, So={3}.

S =8 US,={3}.
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3. Résoudre dans R ['équation suivante par rapport a la variable z en fonction du
parametre m :

mx+m-+2| = x+3.

Expliciter ’ensemble solution pour chaque valeur du parametre m € R.

Domaine de définition : Dy = R.

Cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si x+3 > 0.

Condition de positivité : +3>0 <« x € [-3, 4oo].

Sur le domaine restreint DgefNDpos = Dpos = [—3, +00 [, I"équation est équivalente
au systeme suivant :

mr+m+2 = x+3 (a)
mx—i—m—i—Q’ =r+3 & ou
mr+m+2 = —(z+3) (b
Résolution de I’équation (a) :
mr+m+2 =24+3 & (m—-1)z = —-m+1,

e si m =1, I'équation devient 0x =0, elle est vérifiée pour tout = € Dy,
Sa = Dpos = [—3, +00],
-m+1

e si m # 1, I'équation devient = = 1 r=-1,
m —
or —1 € Dy donce S, ={-1}.
Résolution de I"équation (b) :
mr+m+2 = —(z+3) & (m+l)z = —-m-5,
e si m= —1, l'"équation devient 0z = —4, elle n’est jamais vérifiée,
Sb — @7
. , : : —m—5
e si m # —1, I'équation devient r = ——
m+1
: _ m+5 ) . 5. . R .
Mais x = —7=3 n’est solution que s'il appartient & Dijoq
—m —5 2(m—1)
— >3 & ——~ >0 & me]—o0,—-1[U][1, +o0],
m+1 m+1
doncsi me]—oo, —1[U[1, +oo[ alors G = {—242 1,

Détermination de ’ensemble solution S de I’équation initiale en fonction de m € R :

S=5US.
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osi me|—oo, —1[U]1, +oo[ alors S§={-1, -2},
osi me [-1,1] alors S={-1},
osi m=1 alors S=[-3,400].
4. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
z—1
<z-—1
2) x—i—l‘ T
5r% — 9z — 8
b) ’ * ‘ >8 -z,
r—1
o) |2(@+3)— e —1]| <o 1],
d) |22 +3z -1 >2+z+1,
11—z 2
<1-—-|1 .
e)2+x_ ‘ +3x—4‘
a) Résolution de I'inéquation <z —1.
e Domaine de définition : Dger = R\ {—1}.
e On utilise ’équivalence suivante :
x—1
<z-—-1 1
11 <7 (1)
z—1
<zr—1 <« et
x+1 )
x_
> —(x—1 2
e (R VC)
e Résolution de 'inéquation (1) :
—1 -1 —1 —1 1
‘ <1-1 & 2 —(z—1) <0 < z-1 (@ >(x+><0
r+1 r+1 r+1 r+1
-1)[1-— 1 -1 -1
W GeD-@E L e almn
rz+1 z+1 z+1
, . . z(x—1)
Etude du signe de la fraction rationnelle Q;(z) = S 1
x
T -1 0 1
x — — + +
x—1 — — — 0 +
r+1 - (l) + + +
Q1(x) - + ? - ? +
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Qi(x) >0 & z€]-1,0[U]1l, +oof, Sy =]-1,0[U]1, +oo].

e Résolution de 'inéquation (2) :

r—1 r—1 o x—1+(x—1)(x+1)

—(xz—1 —1 0 0
9[:+1> (z=1) = x+1+(x )> r+1 r+1 ~
(x—l)[1+(:c+1)]>0 (x+2)(m—1)>0.
r+1 r+1

2 -1
Etude du signe de la fraction rationnelle Qs(z) = (z+ )+(:v1 ) :
x
T -2 -1 1
T+2 — (5 + + +
x—1 — — — +
r+1 - - (‘) + +
Q2(x) - ‘ + — ‘ +
Qa(x) >0 < =xze€]-2,-1[U]1, oo, Se=1]-2, —-1[U]1, +o0].
e Conclusion : S=5 N5y,
avec Sy =]—1,0[U]l,4o0[ e Sy=]-2,-1[U]L, +o0o].
S=]1,4o0].
2 _ —
b) Résolution de 'inéquation W‘ >8—x.
I‘_

e Domaine de définition : Dggr = R\ {1}.

e Equivalence :

5x2 —9x — 8
522 — 9z — 8 S8 e r—1 > 8- (1)
rz—1 522 —9x — 8
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e Résolution de (1):

5x2 —9x — 8
522 —9r — 8 — (8 — x)(z — 1) 0
r—1
522 — 9r — 8 — (—2% + 9z — 8) 0
r—1
6x2 — 18
T T 0
r—1
6 _
—x(m 3) > 0.
r—1

Par un tableau des signes, l’expression changeant de signeenz =0,z =1
etx=3,0ona
S1=]0,1[U]3,+o0].

e Résolution de (2):

522 —9x — 8

— 4+ (8 — < 0

—— t(8-2)
5z —9r — 8+ (8 —z)(z — 1) 0

r—1
522 — 9z — 8 + (—2* + 9z — 8) 0
r—1
422 — 1
13—6 < 0
r—1
d(x+2)(x —2) 0
x—1 ’
Par un tableau des signes, ’expression changeant de signe en x = —2,
r=1letxr=2,0na
So=]—o00,—-2[U]1,2].
e Conclusion
S=5USy=]—00,-2[U]0,1[U]1,2[U]3,400].
¢) Résolution de l'inéquation |2(x+3) — |z —1|| < |z —1].
Domaine de définition : Dy = R.
Cette inéquation est équivalente au systeme suivant :
2 +3)— |z -1 < |z—1] lz—1] > z+3 (1)

et = et
2 +3)— |z =1 > —|z—1] r+3 >0 (2)
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r—1 > z+3 Oz > 4

(1) < ou & ou , S =]—o00, —1]
r—1 < —(x+3) r < -1

(2) & x> -3, Sy = [-3, +oo].

En conclusion : S=5nN5%=][-3, —-1].

d) Domaine de définition : Dger = R.

On utilise ’équivalence suivante :

2 +3r—1>224+2+1
\x2+3x—1|2x2+x—|—1 o ou
?4+3r—-1< —(z*+z+1)

20—-2>0 (1)
= ou
202 +42 <0 (2)
e Résolution de 'inéquation (1) :
20 —-2>0 & x>1, S =1, +0].
e Résolution de I'inéquation (2) :
20 +4r <0 & 2z(x+2)<0, S, =[-2,0].
e Conclusion :

8281U82:[—2,0] U [1,+OO[
e) Domaine de définition : Dges = R\ {2, %}

Lo g e 142 |<1-1z
24z — 3r —4 3r—4| ~ 2+
On utilise I’équivalence suivante :
Itgasli-ns ()
14 < l7@ ot
3r—4 24 x
1+25>-14+52 (2
Résolution de I'inéquation (1) :
2 l1—x l1—x 2 (1—2)3z—4)+2(2+x)
1 <1- & <0 <«
+3x—4_ 2+ 24z 3rx—47~ (24 x)(3z —4)
_ 242 _ _
o 3z + 9z <0 3z(3 — x) <0 o z(x —3) >0

2+0)Bz-4) " 7 0r0)Bz-4 2+ 2)(Br—4) -

<0
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Signe de la fraction rationnelle @Q;(x) = % :
r |—00 -2 0 % 3 +00
x - - 0+ + +
r—3 — — — - 0 +
3z — 4 - = - 0+ -
2+ - 0+ + +
Q1(z) + - 0+ - 0
On en déduit I’ensemble solution :
4
Q1(z) >0 <= z €] —00, —2[U [O, 3 [ U [3,+o0].
Si1=]—o00,=2[U[0, 3[U[3, +oo].
Résolution de I'inéquation (2) :
11—z 2 r—1
1 > —1 & 2>0
+3x—4_ +2+x 3x—4+2—|—x+ -
224 2)+(x—1)Bx—4)+2Bzx—4)(2+ ) -0
(B3x —4)(2+ 2) -
2 _ . _ _
92° —x — 8 50 o (92 +8) (x 1)20
(Bx —4)(2+ 2) (Bx —4)(2+2)
9 8 -1
Signe de la fraction rationnelle @Qy(x) = E?’i i_ 4; g m xi :
8 4
9r + 8 — - 6 + + +
z—1 - - - + +
3z — 4 - . - - +
T+ 2 -0+ + = -
IR R
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Conclusion :

S=5N8%=]—0c0, =2[U[0,1] U [3, +o0].

5. Résoudre l'inéquation suivante par rapport a la variable z € R et en fonction du
parametre m € R :
|2z — 1] < m.

Domaine de définition : Dy = R.
Pour x € Dy, on a I’équivalence
2r—1<m (1)
20 — 1| <m <= ( et
20 —1>-m  (2)

Résolution de I'inéquation (1) :

20 —1<m <<= z<

_007 .

1 1
m -+ | 51:} j;m[

Résolution de I'inéquation (2) :

11— 1—
20 —1>—m <= = > 2m7 ng]Tm,—i-oo[.

L’expression de ’ensemble solution S = 575, dépend de m :

e Sim=0,alors S =]-o00,1[N] +oo[=0.

12
: 1-m 1+m _ ] 1+m 1-m _11= 14
e Sim >0, alors =5 < =5 etS—} 00, =5 [ﬂ] 5 ,+oo[—] 5 =5 [
S1 Sy
ks s
[P sccssscsccs st 1
1-m 0 1+m
2 2
: 1-m 1+m _ ] 1+m 1-m _
e Sim <0, alors 152 > ™ et § =] —oc0, B[N ]2, +oo[ = 0.
Sl 52
....................... | | b
/////////////////////// { I |~\~\‘\‘~\~\~\~\‘\‘~\~\~\.\‘r
1+m O 1-m
2 2
Résumé :

esim<0,5=40
osim>0,S:}
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