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Corrigé 11

1. Calculer la fonction dérivée des fonctions suivantes, en précisant leur ensemble de
définition et celui de la fonction dérivée.

a) a(x):x6+15\5/ﬁ—g d) d(z) =1/z\/z vz

4 — 1 Vii+1l+ax
b) b(z) = e) e(r) = ———
21 + 1 Valt+1—z

o) e(x) = 1x_+21“’ ) f)= (1 V)

g) g(z) = (z — 1)°(2x + 1)° ; pour quelles valeurs de z la dérivée ¢'(z)

est-elle nulle 7

h) h(z) = 3/(z — 1)2(z + a) ; pour quelle valeur de @ la dérivée A’ ()

est-elle nulleen 2z =-17

6
a) a(z) = 2% +15Va?2 — =, D, =R".
x
On dérive la fonction a(x) terme a terme :

d(x) = (2°+152%° - 61‘_1)/ = (936)/ + (15 x2/5)/ - (6x_1)/

1 1
_ .5 2 .—3/5 -2 _ 5 _
d(r) = 62°+15-2x /P _6(—1)x —6(35 +5x3+P)’ Dy =R*.
dor —1
b) b(x) = —— Dy =R\ {-1}.
e Une méthode
On dérive la fonction b(x) comme un quotient :
4-2rx+1)—(4dx—1)-2 6

b/ — — D/ :R —l .

(=) 2z + 1)? 2z +1)° v=RA

e Une autre méthode

En effectuant la division euclidienne de 4z — 1 par 2x 4+ 1, on obtient

4w -1 (4:6—1—2)—3_2(2:1:—1—1)—3_2_ 3

2 +1 2x4+1 20 + 1 2 +1°

b(x)
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Et on obtient b (z) en dérivant :
20 +1

o= 23 5] =[] = [ e = @

Dy = Dy =R\ {-1}.

1-2
c) c(x) =4/ x+1x’ D.=]-1;%]. Ondérive c¢(z) comme une racine :

@) T2z [22] 1 [z+1 —2(2+1)—(1-22)
cl\T == = — = — .
r+1 9 [1=22 2 1—2z (x+1)?
z+1
3 1
fw) = -3 Do=]-1: 4]

d) d(z) =\/z /2, Dy=R,.

On décrit d(z) a laide d’exposants fractionnaires :

dz) = \Ja\JovE = VB VT = ot ot

Puis on dérive ’expression obtenue :

ool
I
8
[T
+
IS
_l’_
o=

4

7
d(x) = g-xg_l =~ .pE = Dy =R .

_\/x2+1+x
Viz+1l—xa

I
=

e) e(x) D,

e Une méthode

On dérive e(x) comme un quotient :

!/

Vit +1l+x
vViz+1l—=x

e(x) =

(e +1) (Vo +T—2) = (V2 +1+2) - (g3 - 1)

(Vaz+1—ux)?

(z+V22+1) (Va2+1-2)— (Va2 +1+2) (z—Va?+1)
Vi +1- (V22 +1—1x2)?
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[(2?2+1) —2?] = [22 — (22 + 1) ]
Vaz+1- (Va2 +1—12)?

2
Va2 +1- (Va2 +1—12)?

2 (Va2 + 1+ x)?

2241 [(2241) —a2]

2

2
NS (V@+1+z) . Do=R.
T

e Une autre méthode

On commence par simplifier 'expression de e(z) en amplifiant le dénominateur
par son expression conjuguée :

V@t 1+z Vi ti+z (V@ F1+a) ( T4 >2
= . = = (Vvx x| .
Vaz+1l—x Va2 +1+x (22 +1) — 22

Puis on dérive 'expression obtenue comme un carré :

¢(z) = 2 (\/FHJFJ;) (m-ﬁ-l’)/ =2 (x/THJra:) (L+1>

e(x

2+ 1

9 2
e(x :—<\/x2—|—1—|—a7) , D, =R.
(@) Va2 41

£) f(z)={ (1—@)2, Dy=R,. flz)=(1-2%)""

g) g(x) = (x —1)°2x +1)°, D,=R.
e On dérive g(x) comme un produit :
g@) = [5(@—-1)*] - 2z+1)°+(z—-1)" [5(2x+1)*- 2],
puis on met en évidence les facteurs communs :
d@)=5(@-1)* e+ [z +1)+2(x —1)] =5 (x—1)* 2o+1)* (4z—-1) .

Dy =R et Jx)=0 & ze{-1;1:1}.
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e Ou on dérive g(z) exprimé sous la forme w’(z) :
g@=([z=1) e+ 1)) =5[@—1) Qe+ 1] [(e—1) e+ 1)],
g@)=5@—-1D)*Qe+1)* 2 —2 1] =5 - 1)z +1)" 4z —1).

D, =R et Jx)=0 & ze{-3;1;1}.

h) h(z) = /(xz —1)2- (z +a), D, =R, h(z) = (x —1)*3 . (z +a)'/3.
On dérive h(z) comme un produit :
W (z) = lg - 1)—1/3} o+ a) B (o — 1) [% (z + a)_2/3} ,

2 (z+a)'/? N (x —1)%/3
3(x =13 3(x+a)?

B (z) =

et en mettant les deux termes de cette somme au méme dénominateur :

2(x+a)+(x—1) 3z +2a—1

“3@-D@rta? 3Y@-D@tap

P(-1)=0 < 3(-1)+2a-1=0 < a=2.

h’(x) Dh/ :R\{l, —CL}.

2. Déterminer 1'équation de la parabole d’équation y = 2? + px + ¢ tangente a la
droite d’équation y — 3z —1 =0 au point 7' d’abscisse z, =1.

Soit f(x) =x2*+pr+q.

La droite ¢t d’équation y — 3z —1 =0 est tangente a la parabole I' d’équation
y = f(z) aupoint T d’abscisse z,. =1 siet seulement si

e Tet & y,.=4, T(1,4).
eTcl' & 4=1+p+q & p+qg=3.
e La pente de la droite ¢ est égale a la dérivée de f en z, .

fllew,) =2z, +p=2+4+p, flz,)=3 & 24+p=3 & p=1.

Dou: p=1-et ¢q=2, F:y=a>+x+2.
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3. Déterminer les points de tangence T des droites passant par 'origine et tangentes
3r+1

a la courbe T' d’équation y = ——.
4 y 22—z +4

3r+1

L’équation de la tangente t a I' en xzy s’écrit :

t: y— flwo) = f'(wo) (x— ).

La tangente ¢ passe par 'origine O, donc les coordonnées (0,0) vérifient I’équation
de t:

0— f(zo) = f(0) (0—z0) &  flz0) = 20" ['(20)-

Calcul de la fonction dérivée de f :

3(@*—z+4)— Bz+1)(2z—-1) —3z% — 2z + 13

@) = (22 —x +4)2 T (2 —z+4)?

Résolution de I’équation en xg :

3xg + 1 —3x2 — 219 + 13

/
’ r = o - ’ €T R4 —_ = X -
( 0) 0 ( 0) $% — X9 + 4 0 (.’,1:(2) — X + 4)2

& Bro+1) (2 —xz0+4) = 20 - (=323 —220+13) & 6ap —210+4=0

& (vo+1) (62 —6z9+4) =0 & wp=-1. Don: T(-1;—3).
~——

A<O

4. Soient f une fonction dérivable en zy =2, I'y la courbe d’équation y = f(z)
et t; latangente a I'y en xg=2.

t1: 3xr—2y—4=0.

Soient ¢ la fonction définie par ¢g(z) = , I's la courbe d’équation y =

x2 41
go f(x) et ty latangente a I'y en x5 =2.

Déterminer 1’équation cartésienne de t,.

L’équation cartésienne de ty s’écrit

y—go f(xzo) = (go f)(xo) - (x — x0)



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 11

e Calcul de go f(zo) :

o (zg, f(zo)) estle point de contact entre I'y; et t;, on détermine donc
f(xy) comme l'ordonnée du point de ¢; d’abscisse x .

(IQ, f(ZL’Q)) €t & 3xg — Qf(l’o) —4=0 < f(flio) =1.

o On en déduit go f(xg) : go f(xo) = g[f(x0)] = %4—1 :%_
=1
e Caleul de (go f)(zo) = g'[f(w0)] - f'(x0) :
o f'(xg) estlapentede t;: y= ; r—2, dou f'(xg) = ;
, 7 2 1
Og[f(x(J)]_|ix2+1:|x:1__(x2+1)2 le_ 5
3

o On en déduit (go f)(zo) : (go f)(xo) =g [f(x0)] - f(x0) = 1

e [’équation cartésienne de t, s’écrit donc

& 3r+4+4y—-8=0.
5. On donne deux arcs de parabole I'y et 'y définis par
[ : fiz) = 22 +6 ot Ty folz) = —(x—1)%.

Déterminer I'équation cartésienne de la tangente ¢ commune aux courbes I'; et
['s, de pente négative.

Soit my la pente de la tangente & I'; en Ti (x1, y1) :
myp = f{(ﬂ?l) = —4331.

Soit my la pente de la tangente & T'y en Ty (xo, o) :

my = fy(xz) = —2(z2—1).

La tangente a I'y en T) coincide avec la tangente a I's en T, donc les pentes
my; et msy sont égales.

m; = Mo <= —4x = —2(372—1) & r9 = 221+ 1.

La tangente ¢t commune aux deux paraboles ['; et I'; passe par T} et T, et a
pour pente m = mj; = my :

Y1 — Y2 = m([L’l—I2> avec y1:f1($1), yQZfQ(ZEQ) et $2:2I1+1.
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On exprime cette relation en fonction de x; (ou de x3) uniquement :
fi(z1) — fo(2xy +1) = =4y [21— (221 +1)]
& (—227+6) - [-Q2x1)*] = ~day [~z —1] & 2z]+42,-6=0
& 21+21-3=0 & (11+3)(z;—-1) = 0.

La pente de la tangente commune est négative : —4x; < 0 < a1 > 0.

On retient donc la solution z; =1.

1'1:1, 1'2:3, T1(1,4), T2(3,—4) et m=—4.

L’équation de la tangente ¢ commune aux deux arcs de courbes I'y et Iy, de
pente négative, s’écrit donc :

t: y—4 = —4(x—1) & dr+y—8 = 0.
y
10
— T AL T
/ NG
> X
9 1 SN T
/ O
/ / AN

6. Montrer que les graphes des deux fonctions f et g admettent un unique point
d’intersection,

20 — 1 23z +4
_ 2 ot g(m):x x4+

fla)=— 29,13’
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puis calculer I'angle ¢ entre les deux courbes en ce point.

e Recherche du point d’intersection

2x—1_m2—3x+4_
T 22— 2x+3

flz) =g(x) &  [flz)—g(r)=0

(22 — 1) (2® —2x +3) — z (2* — 3z + 4) 23— 20% 4+ 4w — 3
=0 & =0
x(x? — 2z + 3) x(x? =2z +3)
=1 est un zéro du numérateur : 2° — 212 +4x -3 = (z —1) (2* — 2+ 3).
A<0
<

L’unique point d’intersection se trouve en =z =1: I(1;1).

e Angle entre les deux courbes

Au point d’intersection [ (1;1), l'angle entre ces deux courbes est l’angle
défini par leur tangente en ce point.

to

Figure d’étude :

A

« Pente my de la tangente t; a y= f(zr) au point [ :

e[ b L

r=1 r=1 r=1

* Pente my de la tangente ty a y = g(z) au point I :

x2—3$+4]/ {1 —rx 41 }’

— /1 — _— — _—
ma =g (1) [:r2—2$~|—3 x? —2x+3

x=1 r=1

—(2? =2 +3)— (—z+1)(22-2)]" 1
{ (22 — 2z + 3)? 1 2

r=1
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x Calcul de 'angle ¢ :

On détermine ¢ € [0; 5[ a partir de m; = tang; et de my = tangp,.

tan ¢ — tan o9

tany = tan]gpl—gpﬂ = ‘tan<901—902)‘ - ‘1+tan¢1.tangp2

’ mp — Mo

1+m1-m2

@ = arctan (3).

7. Soit b la fonction définie dans I'exercice 7 de la série 10 ( prolongée par continuité
de la fonction b donnée dans l'exercice 4 b) de la série 9) :

WVl 1+ -1

T

b(z) z#40 et b0)=1.

La fonction b est-elle contintiment dérivable en g =07

Dans lexercice 7 de la série 10, nous avons montré que la fonction b est dérivable
en g =0. Le nombre dérivée b (0) est défini par

o B —=B(0)
60 = i T - 5

La fonction b est continGment dérivable en xy =0 si et seule;\nent si lg fonction
b’ est continue en xy =0, c’est-a-dire si et seulement si hH(l) b'(z) =b"(0).
z—

e Expression de la fonction dérivée b () pour x #0.

5 o) (MP:T+x—1) (A5 +D)z — (V24 1+2-1)1
s = =

2

T T

(z+V2+)oe— (@ +1)—avVa?+1+Va2+1  —1+Va2+1
x2Va? 41 w222+ 1

e Calcul de la limite de 3'(:1:) lorsque z tend vers 0.

N R R | . (14 vVa?4+1)(1+Va?+1)
lim b (z) = lim —————— = lim
z—0 =0 g24/x2+1 z—0 ZL’Q’/JJ2+1(1+*/$2—|—1)

’ 1 1

1 -.
20 g2\/x2 +1(1++Va2+1) 220 /22 +1(1+ a2 +1) 2

e Conclusion.

. 7 1
fim b (x) = 5

~

=5 '(0) donc la fonction b’ est continue en xy = 0.
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8. Calculer la dérivée d’ordre n, n € N*, des fonctions suivantes :

b) g(z) =sin(az), a€R*.

a) f(r) =273, f'(z) = -3274, f'(z) = (=3)(=4) a7,
FO@) = (-8) (<) (-5)a~0 -, () = (-1 P2 oy

On démontre ce résultat par récurrence.

e Vérification pour n = 1.

R O I P ()

e Démonstration du pas de récurrence.

2)!
o Hypothese : fM™(z) = (—1)" % 2=+ pour un n donné.

3)!
o Conclusion : f"*V(z) = (—1)"*! () L

T :
o Preuve: f"V(z) = [f(”)(.r)]/ = [ (=1)" (n—2|—!2)! g~
n (n+2)! —(n+3)-1 nit (M3 s
= B g gy et o gy BEIR e
b) g(z) = sin(az), g'(z) = a cos(ax) , g"(x) = —a? sin(azx),
g¥(z) = —a® cos(azx), ¢W(z)=a*sin(azx), -

-, g™ (z) = a" sin(az +n F
On démontre ce résultat par récurrence.

e Vérification pour n = 1.

g™ (x)’nzl = a" sin(az +n %)

_, = acos(ar) = g'(z).

e Démonstration du pas de récurrence.
o Hypothese : ¢ (z) = a" sin(az + n%) pour un n donné.
o Conclusion : ¢V (z) =a" sin [az + (n+1)Z].

o Preuve: ¢"V(z) = [g(")(x)}l = [a" sin(ax—l—n%)]/

= a" [sin(ax—i—ng)}/ = a" [acos(az +nF)]

= " sin[(ar+nf)+ 5] = " sinfar+(n+1)5] .
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9. Parmi les énoncés suivants, déterminer s’ils sont vrais ou faux. S’ils sont vrais,
justifier. S’ils sont faux, donner un contre-exemple.

a)

Soient f, g deux fonctions réelles telles que h = go f soit continue en xy € R.

Si g est continue sur R, alors f est continue en x.

Si f est dérivable en x =0, alors lim JBh) = f(h)

h—0 h =2 f’(O) '

Soient f et ¢ deux fonctions dérivables sur R. Si f/(0) = 0, alors
(fog)(0)=0.

Si f est dérivable sur 'intervalle ouvert I C R, alors f’ est continue sur
I.

Faux. En effet, soit g la fonction constante nulle et f donnée par f(z) =

1
sin (—) ,x #0et f(0)=0. Alors h = go f = 0 est continue en xy = 0 mais
x

f ne l'est pas.

Vrai. En effet, on calcule :

i S B = f(h) _ . f(3h) = £(0) + £(0) — f()
h—0 h h—0 h
. f(Bh) — f(0) h) — £(0) ,
=T W =27'0)

pas f/(0) - ¢’'(0). Par exemple, on peut choisir f(z) = 2® et g(x) =z + 1. On
a bien f(0) =3-0% =0 mais (f og)'(0) = f'(9(0)) - ¢g'(0) =3-12-1=3#£0.

1
Faux. Prendre par exemple f(z) = z*sin (—), f(0) =0et I =R. Alors
x

f(z) = 2zsin (1) — cos (2) et f/(0) = 0. Mais f’ n’est pas continue en z = 0.
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10. On donne ci-dessous la courbe T' d’équation y = f(z).

Esquisser le graphe de la fonction dérivée de f .

—

8

—

8
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11. On donne ci-dessous la courbe T' d’équation y = f(z).

Esquisser le graphe de la fonction dérivée de f .
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—
_——

8

—

8




