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Corrigé 10

1. Peut-on trouver des valeurs des constantes A et B de sorte que les fonctions
suivantes soient continues en x =0 7

x4

2z 1 1) si z#0 et a(0)=A,

a) a(z)

_ xV3—4cosx+cos?x

|z| sinz

b) b(z) si x#0 et b(0)=DB.

a) La fonction a est continue en x =0 si et seulement si lir% a(z) = a(0).
T—

La présence de la valeur absolue nous oblige a calculer les limites a gauche et
a droite de a en z=0":

— 1 —x? -1
e lim a(z) = lim z(t+l)+o = lim ——— = lim = —1,
20~ e=0-  2?(x+1) e—0- 22(x + 1) e—0- T+ 1
_ r(x+1)+x . x(z+2) , x+2
e lim a(z) = lm ———— = lim ———% = lim — = +00.
o0+ =0t x?(x +1) a0t 22(x 4+ 1) asot z(x+1)

La fonction a n’admet pas de limite lorsque = tend vers 0, donc VA € R,
la fonction a n’est pas continue en z =0.

b) La fonction b est continue en x =0 si et seulement si hH(l) b(z) = b(0).
x—

. . xvV3—4cosx+ cos?x
lim b(z) = lim .
z—0 z—0 |x| Sin x

z /(1 —cosz) (3 — cosz)

= lim .
20 || sinx
oz %2 (3 —cosx)
= lim
z—0 |;1:’ T
T |IE| 3—cosx
= lim 2
z—0 |x| €T
= lim / 3—cosx
z—0 2
= 1.

La fonction b est donc continue en =0 si et seulement si B =1.
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2. a) La fonction définie par f(z) = [tanz|-cos*(2) si z #0 et f(0) =0 est-elle
continue en x =07

b) Montrer que la fonction f(z) =z — E(x?) est continue a droite en z = /2.

a) La fonction f est continue en z =0 si et seulement si lirr(l) flz) = f(0).
r—r
lim [tanz| = 0 et cos®(%)est borné = lim [tanx|-cos®(2) = 0.
z—0 z z—0 z

Donc f est continueen x =0.

b) La fonction f est continue & droite en z = /2 ssi lim flz) = f(V2).
z—V2

f(V2)=+v2-E((2)=+v2-2, calculons li\I/n§+ f(zx) :

Sur un voisinage & droite de = = /2 : xe]\@, \/§+5[, (0<d< \/5—\/5),

on a F(z%) =2 car la fonction x® est croissante sur ce voisinage, donc

lim [z-E(?)] = V2 -2 = f(V2).

:c—>\/§+

La fonction f est continue & droite en z = /2.

3. On considere la fonction f définie par

1 — cos(z?)
3

fz) =

sinz — tan? x

La fonction f est-elle prolongeable par continuité en = =0 ?

La fonction f est prolongeable par continuité en x =0 si et seulement si

lim f(z) existe.
z—0

1 — cos(z?)
lim f(z) = lim
20 1) 20 sin®z — tan’x
1 — cos(x?)

z-0 tan?x (cos?z — 1)

1 — cos(z?)

z—0 tan?x (cosz — 1) (cosx + 1)

1 — cos(z?)

220 tan? z (1 —cosz) (1 + cosx)
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(z2)?
lim f(z) = —lim 2
20 f@) w0 22 (L) (1 + cosx)
. 1
= —lim —
z—0 1+ cosx
B 1
— 5

La fonction f est donc prolongeable par continuité en x = 0.

Et la fonction prolongée s’écrit :

f(m):{ flz) st z#0

1 . _
3 s x=0.

Par construction, cette fonction f est continue en z =0.

4. Montrer que les deux courbes I'y et I'; admettent un point d’intersection, puis
localiser son abscisse sur un intervalle de longueur A :

a) I'y . y=sin(x), Iy y=vr—2, A=1.
b) T’y : y = cos(x), [y: y=2a°, A=ZL.

a) On cherche a montrer que la fonction différence g(z) = sin(xz) —+v/x — 2 admet
un zéro.

y y=vr—2 g(x)

La fonction différence g(x) = sin(x) — /& —2 est continue sur [2, +o00].
On peut donc lui appliquer le théoreme de la valeur intermédiaire.
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e g(2) =sin(2) >0 et g(m) =—/1m—2<0,

donc dzp€]2, [ telque g(zg) =0.

e Plus précisément, comme sin(3) < sin(3) = 1, on a en fait
g(3) =sin(3) — V1 <0,
donc dzp€]2,3] telque g(xg) =0, dou sin(zg) = axo—2.

b) On cherche & montrer que la fonction différence f(x) = cos(z) — 2% admet un
zéro.

\

Zo

S
o
7
8
SIER
8

La fonction différence f(x) = cos(z) — 23 est continue sur R. On peut donc

lui appliquer le théoreme de la valeur intermédiaire.

cFE=E-G) >0 e FE)=3-() <0,
)

donc dxg €], 5[ telque f(xo

e Mais l'intervalle | %, 3| est trop grand, on évalue f, par exemple en

donc 3Jzge]f, I[ telque f(zg) =0, dou cos(xg)=xj.
5. Les fonctions suivantes sont-elles dérivablesen 2 =0 7
a) a(x) = tan |z c) c(z) =sin(z) cos (2) si z#0 et ¢(0) =0

b) b(x) = x sin |z d) d(z) =sin*(z) cos (£) si 2 #0 et d(0)=0.

a(0+ h) —a(0)

a) La fonction a est dérivable en x =0 si et seulement si }Lil%
—5

existe.



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I Corrigé 10

, tan |0 + h| — tan0 lim tan(—h) lim tanh 1
1 = = — — —
h—0— h h—0— h h—0— h
tan |0 + h| — tan0 . tan|h| . tanh
et = lim = lim =1.
h—0t h h—0t h h—0t
h) —
}llin%) M n’existe pas. La fonction a n’est pas dérivable en z =0.
—
_ in |kl —
b) lim b(h) = b(0) = lim hsin|h] =0 = lim sin|h| =0.
h—0 h h—0 h—0

La fonction b est donc dérivable en z =0 et b'(0) =0.

c) La fonction c¢(z) est continue en x =0, car

01:15)% c(x) —31612% sin(z) - cos(;) = 0= ¢(0).

—0 borné

La question de la dérivabilité de c¢(z) en x =0 a donc du sens.

, (h) —c(0) .. sin(h) cos(y) B sin(h) 1

L Y - R
La fonction COS(%) n’admet pas de limite lorsque h — 0, mais elle est bornée

. sin(h)
et }lLlil(lJ L= 1#0.
h) — in(h
Donc }llir% Lhc(o) = }llir% Sm}i )-COS(%) n’existe pas.
— — N _

140 borné

La fonction ¢ n’est pas dérivableen x =0.

| ™ — R y = sin(x)

S

L - \ ] y = —sin(x)
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— inZ(h) - 1 _p
d) lim d(h) = d(0) = lim sin?(h) - cos () = lim
h—0 h h—0 h h—0

sin(h)

-sin(h) - cos (3),
cos (%) est borné et n’admet pas de limite lorsque z tend vers 0, mais

lim sin(h) -sin(h) =0. Donc lim —d(h) —d0)

h—0 h h—0 h

=0.

La fonction d est donc dérivableen z =0 et d'(0) =0.

g

- y = sin’(z)

N 7y = —sin“(x)

6. On considere la fonction ¢ définie dans un voisinage de xo = Z par

~ cos(2x) +sinz
9(x) = sin(2x)

siz# 3 et g(3)=0.

Montrer a l'aide de la définition que la fonction g est dérivable en g = 7 .

T+h)—g(Z
La fonction g est dérivable en xo = 7 si et seulement si }lLiHé 903 ) —9(3)
%
existe.
cos [2(Z + )] +sin(Z + h) 0
L 9EHN —g(G) o sn[2(5+h)]
h—0 h h—0 h
) cos(m 4 2h) 4 sin(§ + h) e 2h 4 cos h ’ —2cos*h+cosh + 1
= lim = lim = lim
h—0 h - sin(m + 2h) h=0  —h-sin2h h—0 —h - sin 2h
2
.. (I—cosh)(142cosh) (%)-(1+2COSh)_ , 1 3
= “h-sin2h = ey T g (I 2eosh) = =7

La fonction g est donc dérivable en zo =5 et ¢'(5) = —

0o
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7. Montrer que la fonction b(z) de l'exercice 4.b) de la série 9 peut étre prolongée
par continuité en xg=0.

Vit l4ao—1

Est-elle alors dérivable en zy =07 b(x)
x
Nous avons montré dans la série 9 que liH(l) b(x) = 1.
T—r
On peut donc prolonger la fonction b par continuité en = = 0 en posant

b(0) = lim b(z) = 1.

. vz +1 -1
E(x): b(x) 51 z#0 _ i si x#0
1 si x=0 Z )
1 si =0
~ b(h) — b0
La fonction b est dérivable en 2 =0 si et seulement si }Lir% % existe.
ﬁ

_ b(h) = b(0) | YRELhel VR F1-1
lim —4———~ = lim = lim ———
h—0 h h—0 h h—0 h?

h?

1
= lim =
h—=0 h2(vVh?+141)

1
= lim —— = —.
h—0 /h2+1+1 2

La fonction b est donc dérivable en z =0 et b’ (0) = 3"

8. Sans utiliser les regles de dérivation, déterminer ’équation de la tangente t au
graphe de f en xg:

flx)=—= Tog=2.

La tangente t est la droite passant par le point de tangence (z¢, f(xo)) et ayant
pour pente le nombre dérivé f'(xz) .

Son équation cartésienne s’écrit donc @ y — f(zo) = f'(z0) (x — z0) -

e Calcul du nombre dérivé

v fRAR)—f(2) RO (2)% — (2 + h)?
J(2) = fimy h = h o hs0 h(22(2+ h)?

I —4h — h? - —4—h 1
= _— =1 _— = ——
h—0 4h(2+h)2  h=0 4(2+4 h)? 4
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e Conclusion

w=2, f@)=7, fla)=-7.

La tangente ¢ a pour équation :

1 1
t: y_Z:_Z_L(I_Q) & r+4y—3=0.

9. Exercice facultatif.

Soit f une fonction définie sur un voisinage pointé de =z .

. e . — xo+h)— f(xg—h
On dit que f admet une dérivée symétrique en xy si }ILIH%) f(zo )th( 0 )
o
existe. On note alors cette limite f!(x).

« Montrer que si f est dérivable en z,, alors fl(z) existe.

x Vérifier que la réciproque est fausse.

f(zo+h) — f(xo —h)
2h

* On cherche a exprimer

a ’aide du rapport de Newton
de f en x.

2h

f(@o+h) — flzo—h) 1[f(3?0+h)—f($0)
2 h h

L fo) = o = h)}

L[ f(zo+h)— f(zo) | flzo—h)— f(x0)
- 5[ h * iy }



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I Corrigé 10

_fl@o+h) = flzo—h) 1o flwo+h) = flzo) 1 . flzo—h)— flzo)
fim S = g I T e g i S
_ hmf(%‘i‘h)—f(xo)_i_l f(@o +6) — f(o)

h—0 h 2

lim
6—0

4]

1
2
1 ! 1 ! .
= 3 (o) + 5 f'(zo), car f est dérivable en zy,
/

(o) -

Donc si f est dérivable en g, la dérivée symétrique en x, existe et elle
coincide avec le nombre dérivé.

x On montre que la réciproque est fausse en exhibant un contre-exemple.
Soient f(z) = |x| et xy=0.

f n’est pas dérivable en x = 0, mais par contre, elle admet une dérivée
symétrique en ce point :

hmf($0+h)—f(90o—h):hm 0+ h|—1[0—h — lim |h| — |h| _

h—0 2h h—0 2h h—0 2h 0.

f2(0) =0, mais f’(0) n’existe pas.

s

De fagon plus générale, toute fonction paire définie sur un voisinage épointé de
xo = 0 admet une dérivée symétrique nulle en 2y =0.




