Algebre Linéaire Semestre d’automne, CMS, EPFL

Série 9

Exercice 1. On donne ’application linéaire :
f:R? - R (2,y) = (z +5y,x — 3y).

a. Calculer le rang de f. En déduire son image et son noyau.

b. L’application f est-elle bijective ? Si oui, en donner ’application réciproque f~!.

Solution: La matrice de f dans la base canonique est :

a. Calculons le déterminant de A :
1 5

det A =
¢ ‘1 -3

‘:1-(—3)—5-1:—8

Comme celui-ci est non nul, on peut conclure que A est de rang 2 (cela peut aussi se déduire du fait que les colonnes de A -
ou ses lignes - ne sont pas proportionnelles). On sait alors que :

Imf=R?* et Kerf={(0,0)}

b. Comme f est de rang 2, on sait qu’elle est bijective et que I'application réciproque f~! est linéaire, de matrice :
-3 -5 3 5
A7 =1L =1 .
-8 (—1 1 ) 8\1 -1

fTHR?P 5 R (2,y) = 53z + 5y, —y).

Elle est donc décrite par la formule :

Exercice 2. On donne I'application linéaire :
iR =5 R? (2,y) = (32 + 5y, 27 + 3y).

a. Quel est le rang de f 7 Donner des équations cartésiennes de Im f et Ker f.

b. Pour tout (a,b) € R?, décrire 'ensemble f~1({(a,b)}) des antécédents de (a,b) par f.

Solution:

a. La matrice de f dans la base canonique est :

ol
N[
~—

11 1
:3)-()
L’application f est de rang 1 et on peut la réécrire sous la forme :
iR SR, (2,y) = (2 + Ly)(1,6).

On voit que le noyau de f est la droite vectorielle d’équation %x + %y = 0 (ou encore 2z + 3y = 0) et que l'image de f est la
droite vectorielle engendrée par (1,6), qui a pour équation y = 6z.



EK{:[‘ f:2z +3y =0

b. Soit (z,y) € R%2. On a:
1 1 1 1
{—31‘+—2y—a {_3$+2y—a

@) @) & S =y e T el

Si b # 6a, ou autrement dit si (a,b) n’appartient pas a Im f, alors (a,b) ne posséde aucun antécédent par f, c’est-a-dire :
' {(a,b)}) = 2.
Supposons a présent que b = 6a. On a alors :
(z,y) € f{@b}) & zrt+zy=a

L’ensemble des antécédents de (a,b) est dans ce cas la droite parallele a Ker f passant par

(0,2a), (3a,0), (a, 3a), ...

& 22+ 3y = 6a.

Exercice 3. On donne I'application linéaire :
f:R? 5 R? (z,y) = (bz — 2y,2x —y) ainsi que B = (1,2),(3,5).

a. Donner la matrice de f en base canonique.




b. Montrer que B est une base de R? et déterminer la matrice de passage de Bean a B.
c. Pour tout v = (z,y) € R?, calculer [v]s et écrire la décomposition correspondante de v dans la base B.

d. Calculer de deux fagons différentes la matrice [f]|g représentant f dans la base 5.

Solution:

a. La matrice de f dans la base canonique est :
5 =2
A= .

b. (1,2) et (3,5) ne sont pas proportionnels, si bien que B est une base de R2. La matrice de passage de Bea, & B est :
o (1 3) .
2 5
13\ 1 (5 -3 5z +3
e =P e (2 5) (y) -1 <—2 1 ) (y 20—y

La décomposition demandée est donc :

c. On sait que :

v = (=52 +3y)(1,2) + (2 — y)(3,5) .

(z,y)

d. Une premiere méthode consiste a utiliser la formule :
[fls = P tAP.

Par un calcul direct, on trouve alors :

e = <1 3)1 (5 2) <1 3> _ <5 3> <1 5) _ (5 22).
2 5 2 —-1/\2 5 2 —-1/\0 1 2 9
Pour une deuxi¢me méthode, commengons par calculer les images par f des deux éléments de B (c’est-a-dire la famille f(B)) :
f(1,2)=(5-1-2-2,2-1-2)=(1,0) et f(3,5)=(5-3—-2-5,2-3—5)=(5,1)
et utilisons le fait que les colonnes de [f]g sont les coordonnées en base B de ces deux éléments. D’apres le c. on trouve :
o= (5 = () e vesn= (5050 = ()

ce qui redonne bien str la méme matrice que ci-dessus.

Exercice 4. On donne ’application linéaire :
f:R? = R?% (2,9) = (3z — 9y, z — 3y).

a. Quel est le rang de f 7 Déterminer aussi son image et son noyau.

1s= (3 5)-

Indication : si l'on note B = vy, vs, commencer par écrire f(v1) et f(v) en fonction de vy et vs.

b. Déterminer une base B de R? telle que :

c. Pour la base B que vous avez trouvée au b., vérifier, pour tout v € R?, la validité de la formule :

[f ()]s = [f]slv]s

Solution:




. Notons :
3 -9
=1 3

la matrice de f dans la base canonique de R2. Elle est de rang 1, et on a :

A= G’) (1 -3).

Im f = Vect((3,1)) et Kerf:z—3y=0.

On sait alors que :

On peut observer que ces deux droites vectorielles sont en fait égales.

] _<0 2> o [F) =0v+00=(0,0)
SERUNC f(v2) = 2v1 + Ovy = 2v;.

. Notons B = v1,v5. On a alors :

Dans le systeme que I'on vient d’écrire, la premiere condition signifie exactement que v, appartient au noyau de f. D’apres
le a. on peut alors poser v; = (3,1). En notant vy = (A, p), la deuxiéme condition ci-dessus devient :

floa) =2v1 & (BA—9u, A —3u) =(6,2) & A=3u+2.
En faisant le choix de p = 0 on voit alors que la base B = (3,1), (2,0) de R? convient, puisque les relations sont bien vérifiées :

(3,1) 4+ 0(2,0)

0 ’
2(3,1) + 0(2,0).

. On travaille donc avec la base B = (3, 1), (2,0) de R?. La matrice de passage de Bean & B est égale a :

P = <51£ g) et a pour inverse P! = }2 (01 _32> = % ((1) 23) .

Donnons-nous alors v = (z,y) € R? et calculons les coordonnées de v et celles de f(v) en base B. On trouve, d’une part :

[vls =P~ [v]B., = 3 ((1) _23> (,z') = <ar2y3y>

sols =Pl =4 (3 2) (200 = (7).

La relation donnée est donc effectivement vérifiée :

atis = (o o) (2 ) = (75%) = Ul

Ce n’est pas demandé, mais terminons par un dessin qui illustre géométriquement cette relation.

et, d’autre part :




Pour le v représenté ici, on a (en lisant sur les axes représentés en orange et bleu) :

(33)(15)

Observons pour finir que peu importe ot se trouve v, la deuxieme coordonnée de f(v) en base B est toujours nulle, ce qui

12

o= (1)) et Vs

correspond au fait que f(v) se trouve toujours sur I'axe orange (qui n’est autre que Im f!).

Exercice 5. On donne, en fonction de a € R, 'application linéaire suivante :
f:R?2 5 R? (z,y) = ((5— a)z + (16 — 5a)y, (5 — 3a)x — 2y).

Trouver « sachant que (2, —4) n’a pas d’antécédent par f.

Solution: L’application linéaire étudiée a pour matrice :
5—a 16 -5«
A =
(5 - 3a -2 )

det A= (5—a)-(—2) — (16 — 5a)(5 — 3a) = —15a* + 75a — 90 = —15(a”® — 5a + 6) = —15(a — 2)(a — 3).

en base canonique. Son déterminant vaut donc :

On en déduit déja que pour tout « # 2,3, la matrice A est inversible. Par conséquent, I’application linéaire f est bijective : tout
élément de R? posséde un unique antécédent par f. En particulier, (2, —4) posséde un antécédent. Ces valeurs de a sont donc a
rejeter pour le probléme qui nous intéresse. Autrement dit, s’il y a une solution au probleme posé, c’est soit a = 2, soit a = 3. Pour
a=2ona:

[R5 R, (2,y) = (32 + 6y, —x — 2y) = (z + 2y)(3, —1),

si bien que :
Im f = Vect((3, —1)).

En particulier, le couple (2, —4) n’est pas dans I'image de f et n’a donc aucun antécédent par f. Cette valeur de o convient bien.
Examinons enfin le cas o = 3, pour lequel on a :

f : RQ — R27 (l‘,y) — (237 +y7 —4x — 2y> = (2.’17+y)(1, _2)

L’image de f est ici la droite vectorielle engendrée par (1, —2). Par conséquent, (2, —4) posséde (au moins) un antécédent par f (en
fait une infinité, a savoir la droite d’équation 2x + y = 2), si bien que cette valeur de « est a rejeter. En résumé, il y a une seule
valeur de « qui convient, a savoir a = 2.

Exercice 6. On sait que Iapplication linéaire f : RZ — R? vérifie :

fa= (3 5) on B=0-vE3+VD.2+3VEI+TVD)

On ne demande pas de montrer que B est une base de R2.
a. Quel est le rang de f 7 Donner alors les dimensions du noyau et de 'image de f.
b. Déterminer une base de Ker f. Indication : commencer par écrire la relation qui existe entre [f(v)]s et [v]g.
c. Calculer une équation de Im f.

d. Existe-t-il une base de R? dans laquelle f a pour matrice ((1) 8) ?

Solution:

a. Le rang de f est égal a celui de toute matrice qui la représente, donc en particulier de la matrice :

na= (5 5)=(;) e .

On voit donc que f est de rang 1. Le noyau et 'image de f sont tous deux des droites vectorielles.



b. D’aprés le a., il suffit d’identifier un élément non nul dans le noyau de f, c’est-a-dire un v € R? qui vérifie f(v) = (0,0). Or

on sait que :
[f(w)]s = [f]Bv]s.
Si I'on note [v]p = (7), on a donc :
1 ] 1
= == 2 .
()]s (S) (2 3) @ (25 + 31) (3)
On voit donc que I’élément de coordonnées (_32) en base B convient (car pour le choix de s = 3 et t = —2 on trouve

2s + 3t = 0). Autrement dit, le noyau de f est la droite vectorielle engendrée par :
31 —v2,3+V2) —22+3V2,1+7V2) = (=1 — 9V2,7— 11V2).

c. D’aprés le travail effectué au b., on voit que les f(v), ot v parcourt R? sont tous les éléments dont les coordonnées en base B
sont multiples scalaires de (). Autrement dit, 'image de f est la droite vectorielle engendrée par :

(1=v2,34+V2)+3(243V2,1+7V2) = (7+8V2,6 + 22v/2).

Elle a pour équation :
r T+8V2

Y 642209 =0=(6+22V2)z — (74 8V2)y.

d. Une telle base n’existe pas. En effet, on sait que la trace de la matrice de f est indépendante de la base choisie. Or pour le
choix de la base B on voit que cette trace est égale a 11 :

tr f =tr[f]g = tr <2 S) =11.

(6 o)

est de trace 1 on voit qu’elle ne peut représenter f dans aucune base de R2.

Comme la matrice :

Exercice 7. Dans chacun des cas suivants, déterminer si possible une application linéaire f : R? — R? vérifiant les propriétés
données. Si ce n’est pas possible, expliquer pourquoi.

a. (1,2) e Ker f et (4,2) € Im f b. {(1,-1), (=2, 1)} c f~*({(1,1)}) c.Imf =R? et (4,-3) € Ker f.

Indication : quel est le rang de f ?

Solution:
a. Si une telle application f existe, elle est nécessairement de rang 1, car son noyau et son image son non nuls. Par conséquent :
Kerf:2x—y=0 et Imjf=Vect((2,1)).

La matrice de f en base canonique est donc égale a :

o) 0ot )

pour un certain réel o non nul. Autrement dit, f est décrite par les formules :
f:R?2 5 R% (z,y) = a2z —9)(2,1) = a(4z — 2y, 2z — y).

b. Supposons tout d’abord qu’une telle application f existe. L’élément (1,1) posséde (au moins) un antécédent par f, ce qui
montre que f n’est pas de rang 0. De plus, il en posseéde au moins 2, ce qui montre que f n’est pas de rang 2. En définitive,
f est de rang 1. L’image de f est donc une droite vectorielle, et comme (1,1) posseéde des antécédents par f, on peut donc
affirmer que :

Im f = Vect((1,1)).

Par ailleurs, d’aprés nos connaissance sur les applications de rang 1, on sait que 'ensemble des antécédents de (1,1) est une
droite parallele & Ker f. Comme d’apres I’énoncé, (1, —1) et (—2,1) sont sur cette droite, on voit que :

(L-1)=(=2,1)=(,-2)



appartient a Ker f. Par conséquent, le noyau de f est la droite vectorielle :
Ker f: 224+ 3y = 0.

La matrice de f en base canonique est donc égale a :

o) o)

pour un certain réel o non nul. L’application f est donc de la forme :
f:R? = R? (z,y) — (22 4 3y)(1,1) = (22 + 3y, 2z + 3y).
Comme (1, —1) a pour image (1, 1) par f, on trouve que « doit vérifier :
f(1,—-1) = a(-1)(1,1) autrement dit o = —1.
an

Pour cette valeur de «, on trouve par un calcul direct que I'image de (—2,1) est aussi égale a (1,1). On a donc montré qu'il
y a une unique application satisfaisant la condition requise, a savoir :

[R5 R? (z,y) — —(2x + 3y)(1,1) = (—2x — 3y, —2x — 3y).

c. Une telle application linéaire f ne peut exister : en effet, la premiere condition impose que f est de rang 2. Par conséquent,
son noyau doit étre nul, ce qui contredit la deuxieme condition. Il est donc impossible de satisfaire les deux conditions en
méme temps.

Exercice 8. On consideére une application linéaire f : R? — R? . Montrer que :
[f]s indépendante de la base Bde R? < Ja €R, f = aidg:.

Indication : on pourra s’inspirer de l’exercice 5 de la série 7.

Solution: Commencons par analyser au niveau matriciel ce que les deux propriétés figurant dans I’équivalence signifient. Pour cela,

- )

la matrice de f (dans la base canonique). La propriété que [f]g est indépendante du choix de B se traduit matriciellement par le
fait que, pour toute matrice inversible P € M3(R), on a :

notons :

P71AP = A, ou encore AP = PA.

Autrement dit, A commute (pour le produit matriciel) avec toute matrice inversible. Par ailleurs, la propriété que f est un multiple
scalaire de idp2 signifie exactement que A est un multiple scalaire de I3, c’est-a-dire une matrice scalaire, du type aly. Passons a
la preuve de ’équivalence demandée, en raisonnant au niveau des matrices.

”=" On peut raisonner comme a l’exercice 5 de la série 7, en faisant attention toutefois au fait que la matrice A n’est supposée
commuter qu’aux matrices inversibles (et non & toutes les matrices, comme c’est le cas dans cet exercice). Exprimons par exemple
que A et (§ %) commutent. On trouve :

a BY(1 0\ [(a —-B\ (1 0 a B [(a B
v 6)\0 1) \yv -6/ \0o —-1)\y §) \—y =6/
On en déduit alors que 8 =~ = 0 . Ensuite, exprimons que A et ({}) commutent. On trouve :
a 0\ /0 1y (0 o\ (0 1\ /fa Oy (0 0
0 §/)\1 0/ \6 0o/ \1 0/\0 &) \a 0)°
On voit donc que o = §, ce qui montre bien finalement que A = als.

7<" Si A = als pour un certain réel a, alors pour toute matrice inversible P il est clair qu'on a PA = AP = aP.



