Algebre Linéaire Semestre d’automne, CMS, EPFL

Série 7

Exercice 1. Dans chacun des cas, effectuer le calcul proposé dans Ma(R) :

« (2 3) (3 ) 22 (% 5)-3(% o) e (3 2)

Solution:

a. Par définition de I’addition matricielle, on obtient :

(R R G Y G}

b. Par définition de ’addition et de la multiplication scalaire sur les matrices, on trouve :
9 -1 3\ 3 2 1\ _(-2 6y (6 3y _ (823
-6 2 -4 0) \-12 4 —-12 0o/ \o 4/’

c. Par définition de la transposée :
0 3\ [0 4
4 1) \3 -1)°

Exercice 2. Dans chacun des cas ci-dessous, calculer si possible le produit proposé :
1 -3\ /3 2 5
a. (2 0) (1 1) b. (2 -1) (3)

Solution:

a. Le produit proposé est bien défini. Le résultat est une matrice 2 x 2 :

1 =3\ (3 2\ _ (1:34(=3)-1 1-24+(=3)-1\ (0 -1

2 0)\1 1) \ 2:3+0-1 2-240-1 ) \6 4)°
b. Le produit proposé est bien défini. Le résultat est une matrice 1 x 1 :

5
(2 -1 5] = (2-5+(=1)-3) = (7).
c. Le produit proposé est bien défini. Le résultat est une matrice 2 x 2 :
4 (4 (-1) 4-2\ (-4 8
Gy 2= )= (G0

d. Le produit proposé n’est pas défini car le nombre de colonne de la matrice de gauche n’est pas égal au nombre de ligne de la

2
matrice de droite. En effet, la matrice ( 1 Z) possede deux colonnes et la matrice (O 1) une seule ligne.



Exercice 3. Dans M3(R), on donne la matrice :

a=(3 9

a. Calculer le déterminant, le rang et la trace de A.

b. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse.

Solution:

a. Par définition du déterminant et de la trace, on trouve :
det(A)=(-5)-1—(-4)-2=3 et tr(Ad)=-5+1=—-4

Comme le déterminant de A est non nul, cette matrice est de rang 2.

b. D’apres les résultats trouvés au a. on voit que la matrice A est inversible. Appliquons alors la formule pour l'inverse :

1(1 -2
,1_7
A _3(4 —5)'

Vérifions notre résultat en calculant par exemple le produit suivant :

1 -2\ /-5 2 10
-1 —l = =
4 A_3<4 —5) (—4 1) (0 1) L.

Exercice 4. Dans M3(R), on donne la matrice :

3 =2
=2 7))
-1 %

a. Calculer le déterminant, le rang et la trace de A.

b. Décomposer A comme produit d’une matrice colonne et d’une matrice ligne.

Solution:

a. Par définition du déterminant et de la trace, on trouve :

—

det(A) =3-2—(=1)-(-2)=0 et tr(4)=3+2=43.

Wi

La matrice A est non nulle mais son déterminant est nul : elle est donc de rang 1.

b. Le fait que A soit de rang 1 traduit l’existence d’une relation de proportionnalité entre ses deux lignes et entre ses deux
colonnes. C’est en exploitant de telles relations que ’on peut écrire A comme produit d’une matrice colonne et d’une matrice

ligne. Par exemple, on peut constater que la premiere ligne de A est obtenue en multipliant la deuxiéme ligne par —3 :

-3(-1 2)=(3 -2).

(e 0 )

On obtient alors :

win

Attention au fait qu’une telle décomposition n’est pas unique. Par exemple, en exprimant que la deuxieme ligne de A est

égale a —% fois la premiere ligne on trouve cette fois :
1 3 -2
e -1y = (L)e a=( F)-a
3 3

Si 'on exprime que la deuxie¢me colonne de A est obtenue en multipliant la premiere par —2 on obtient :

C)-(2) - (e -0 9)r

win
win



Exercice 5. Dans cet exercice, on souhaite identifier le centre de Ma(R) qui est par définition ensemble :
Z(M2(R)) ={A € Mz(R) | VB e M:(R), AB= BA}.

Comme le produit matriciel n’est pas commutatif, on sait déja que Z(Mz(R)) # My (R).
a. On appelle matrice scalaire une matrice du type als, o « € R. Montrer qu’une matrice scalaire appartient a Z(Msy(R)).

b. Réciproquement, soit A € Z(M3(R)). Calculer AB et BA, avec :

1 0
B = .
En déduire que certains coefficients de la matrice A sont nuls. Utiliser ensuite d’autres cas particuliers pour B afin de

montrer que A est une matrice scalaire.

Solution:

a. Soit a € R et B € M3(R). Par un calcul direct, on trouve que :

(al2)B = ((g 2) B=aB et B(al;)=DB <§ 2) = aB.

Ces deux matrices étant égales pour tout choix de B, on voit que la matrice scalaire aly appartient au centre de Ma(R).

= 3)
=096 0= 9
o= o) (0 9= o)

Comme AB = BA, on voit donc que 5 = «. Autrement dit, A est de la forme :

=5 5)

(on dit que A est diagonale). Utilisons maintenant pour B la matrice :
0 1
B= .
(1 o)
a 0\ /0 1 0 «
AB_(O 5)(1 0)‘(5 0)
0 1\ (fa O 0 o
BA= <1 0> (o 5> B (a 0)'
On en déduit alors que a@ = §. Autrement dit, A est bien une matrice scalaire :

0
A= (3 a) :OLIQ.

b. Notons :

On trouve alors, d’'une part :

et, d’autre part :

On trouve alors, d’'une part :

et, d’autre part :

Exercice 6. Montrer que pour toutes matrices A et B dans M2(R), on a les égalités :

a. det(AB) = det(A) det(B) b. tr(AB) = tr(BA) c. '(AB) = ‘B “A.




Solution: Notons :
A(a 5) etB()\ “).
) p o

AB — aX+ Bp  ap+ Bo ot BA — aX+yu BA+op .
YA+dp  yu+ o ap+~yo Bp+do

On a donc :

a. On trouve alors d’une part :
det(AB) = (aX + Bp)(ypu + d0) — (YA + 6p) (ap + Bo) = adio + Byup — ByAa — adup.
Et, d’autre part :
det(A)det(B) = (ad — Bv)( Ao — up) = addo + Byup — ByAo — adup.
On en déduit donc bien que que det(AB) = det(A) det(B).
b. On obtient :
tr(AB) = (aX + Bp) + (v + d0) = (A + yu) + (Bp + do) = tr(BA).
Remarque : le résultat que I'on vient de montrer ne dit pas que tr(AB) = tr(A) tr(B).
c. On trouve, d’une part :

t
HAB) = <a/\+ﬁp au+ﬁa>:<w\+ﬁp ’7/\+5p>
YA+6p  yu+ oo ap+ Bo yu+ oo

et, d’autre part :
t

t
w0 8= )G 3= Gahe is)
p o) \v ¢ poo)\B o ap+Bo yu+do)
On en déduit donc bien que *(AB) ='B ‘A.

Remarque : attention a l'ordre des facteurs dans le produit. Comme le produit matriciel n’est pas commutatif, le résultat que
I'on vient de montrer ne dit pas que (AB) ='A'B.

Exercice 7. On donne une matrice A € Mz (R). Montrer alors que :
det(A) =tr(A) =0 < A?=0.

Indication : on pourra raisonner par double implication.

-9

det(A) = ad — py =0 (autrement dit ad = 3v) et tr(Ad)=a+d=0,

Solution: Notons :

Commengons par établir ”=". On suppose donc que :

et on souhaite montrer que A est de carré nul. Or un calul direct donne :

A2_<a 6) (a 6>_<a2+5’y aﬂ+56>_(a2+a5 a[3+65)_(a+5)<a 5)_ <0 0)
Ty ) \y §) \ha+éy By+8%2) \ya+dy ad+d%) v ¢6) \0 0)°

——
car fy=ad car a+6=0

Passons a la preuve de la réciproque ”<". Pour cela, supposons que :
A2 =0

et cherchons & voir que A est de déterminant nul et de trace nulle. Tout d’abord, appliquons le déterminant des deux cotés de
Pégalité ci-dessus. On trouve (puisque le déterminant d’un produit est le produit des déterminants) :

det( A% ) = (det(A))? = det(0) = 0, ce qui entraine det(A) =0 (autrement dit ad = 37).
AA



Le calcul effectué lors de la preuve de "=" montre alors que :

A = (a1 ) (i ?) = tr(A)A = <8 8>

ce qui impose que la trace de A est nulle (en effet, soit la matrice A est nulle et donc de trace nulle, soit elle est non nulle et I’égalité
ci-dessus montre que tr(A4) = 0).

Pour finir, donnons quelques exemples de matrices 2 x 2 de carré nul :

0 0 0 1 0 0 1 -1 -2 4

0 0/°\0 0/’\1 0/7\1 -1/ \-1 27
Pour construire de tels exemples, on peut d’abord imposer a la matrice d’étre de trace nulle (les coefficients sur la diagonale se
”compensent”, c’est-a-dire qu’ils sont opposés), puis d’avoir un déterminant nul (ce qui donne une relation entre les deux coefficients

hors de la diagonale). Ces éléments de carré nul dans Ms(R) sont une nouveauté par rapport au cas du calcul algébrique dans les
réels : dans R, le seul élément de carré nul est 0 lui-méme.

Exercice 8. Montrer que, pour toutes matrices A, B et C dans Ma(R), on a les égalités :

a. (A+B)+C=A+ (B+C) b. (A+ B)C = AC + BC c. (AB)C = A(BC).

Solution: Notons :

a B A u) (w 9)
A= , B= et C= .
(v 5) (P a £ ¢
a. On trouve, d’une part :

(o B A i w 0\ f(fa+X B+upu w 0\ f(fa+Atw BH+p+0
(A+B)+C_(<v 5>+<p 0))+<£ <>_(w+p 6+o>+<£ c)‘(v+p+§ 6+o+<>

et, d’autre part :

a f A w w 9) <a ,8> <>\+w u+9> (a—l—)\—l-w ﬁ+u+9>
A+ (B+C) = + + = + = ]
( ) (7 5) (<p 0) (5 ¢ ) v 0 p+& o+(¢ Y+p+€& d+o+(
La propriété étudiée ici (appelée associativité de ’addition matricielle) est donc bien vérifiée. En fait, comme 1’addition

matricielle s’effectue coefficient-a-coefficient cette propriété est directement héritée de la propriété correspondante dans les
réels.

b. On trouve, d’une part :
o B A u w 0\  [(a+X BHp)(w 0\ (oaw+dw+BE+pul af+ N0+ B¢+ u
(“B)C‘((w 5)+<p o))<s c)‘(wp 6+a> (f C>_(vw+pw+5€+o€ ve+pe+6c+a<>

et, d’autre part :

(o B\ [(w b Aop\ (w 0\  [ow+BE af+ B¢ Aw+pE AN +pC\
AC+BC‘<v 6) (5 c)+<p o) (f C)_(w+5£ 79+5C>+(Pw+5§ ,o9+a<)‘
”:(aw—l-)\w—&-ﬁﬁ-i-,uﬁ a9+)\9+ﬁc+uc)_

Yw + pw 4+ 0+ € O+ pf + ¢ + o

La propriété étudiée ici (appelée distributivité a droite du produit matriciel sur [’addition) est donc bien vérifiée. Son analogue
a gauche l'est aussi, comme on le montre par un raisonnement similaire.

¢. On trouve, d’une part :

AB)C = ([ © 5) (/\ u) (w 9>:<M+ﬂﬂ CWJFBU) (W 9>:...
(4B) ((75 pU)fc YA+dp yp+do) \§ ¢

o (a)\w + Bpw + apé + Bof ad + Bpl + apl + ﬁUC>

 \ YW+ dpw + ypé +60€ YN + 6p0 4+ yul + 6o



et, d’autre part :
(o B Aop\ (w 0\, _ (a B ([ Aw+pl M+upC)
amor= (5 505 D) (E =0 5)(alie i)
o (a)\w + Bpw + aué + Boé  ard + Bpl + aul + BJC)
O\ YW+ dpw + ypé +00€ AN+ 0pf + yul + 00C )

La propriété étudiée ici (appelée associativité du produit matriciel) est donc bien vérifiée.



