Chapitre 4

Fonctions de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolutiocattaines équations differentielles. Nous
considérons ici le cas, particulierement important plauphysique, d’équations differentielles du 2éme
ordre, et nous commencgons par des équations diffelestiaux dérivées ordinaires du type Sturm-
Liouville.

4.1 Fonctions de Green en une dimension

Soit (a, b) un intervalle fini,q : (a,b) — R une fonction réelle raisonnable (par exemple bornée et
continue). On considére I'équation differentielle

(L)) = =f"(x) + q(2) f(z) = h(z) (4.1)
ou i est une fonction donnée (que nous supposons continue paeaux) et

d2

L=

+ q(x) (4.2)
estl'opérateur diferentiel(du type Sturm-Liouville). Le terme "opérateur diffetent” veut dire queL agit
sur des fonctions de (il associe a chaque fonction deux fois difféerentiable umouvelle fonctionC f),

et son action fait intervenir des dérivées. Dans cetmiteslogie, I'équation différentielle (4.1) peut étre
écrite commeCf = h.

La solution f de I'equation (4.1) est soumise a desnditions aux limites homeges(c'est-a-dire
des conditions aux limites qui sont satisfaites par tougescbmbinaisons linéaires de et f> si elles
sont satisfaites paf; et parfs2). Nous considérons surtout des conditions aux limitesdgimesepakees
(c’est-a-dire une condition au point= a et une condition au point = b) :

arf(a) + Buf'(a) =0, (4.3)
azf(b) + B2f'(b) =0, (4.4)

ol ay, 3; sont des constantes données. Des cas particulieremsgiesisont ceux ot; = 0 (conditions
de Neumann) ow; = 0 (conditions de Dirichlet).

La méthode de la fonction de Green consiste a résoudng, gmaquey € (a,b) fixé, I'équation
différentielle suivante :

d2

[*@ +q(2)]G(2,y) = 0(x —y), (4.5)
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42 CHAPITRE 4. FONCTIONS DE GREEN

ou lafonction de GreerG doit satisfaire (en tant que fonction d#) les mémes conditions aux limites
enxz = a et enz = b que la solutionf de (4.1). SiG est trouvé, on peut obtenir la solutighde (4.1)
simplement par (voir 'Exercice 1)

b
f(z) = / G, y)h(y)dy - 4.6)

L'équation (4.5) doit étre interprétée au sens desibigions (le membre de droite est une distribution). On
peut écrireC,G = §(x — y). Donc a prioriG est une distribution. Mais dans la plupart des situatiotte ce
distribution est en fait une fonction, d’ou le nom "fonatide Green”; en effet nous avons vu au Chapitre
3 (Exercice 9) que la distribution de Diraapparait comme (premiére ou deuxieme) dérivée daioes
fonctions.

Exercice 1 (Fonction de Green et solutions de&quation différentielle) :

Soit G la fonction de Green pour I'opérateur (4.2) et les condgiaux limites (4.3-4.4). Montrer par
un calcul formel (passer les dérivées sous l'intégrgle la fonctionf définie par (4.6) est solution de
I'équation différentielle (4.1) et satisfait aux condiis aux limites (4.3-4.4).

Remargue Une démonstration plus correcte sera donnée dans ligeo®n peut également montrer
que, sif est solution de (4.1) et (4.3-4.4), algfpeut &tre représentée sous la forme (4.6).

4.2 Determination de la fonction de Green

Poury € (a, b) fixé, on détermine la fonction de Greéf{z, y), en tant que fonction de, en imposant

les conditions suivantes :

(i) elle doit satisfaire I'équation différentiellé, G = 0 sur(a, y) et sur(y, b),

(ii) elle doit satisfaire les conditions aux limites (4.3¥enz = a et enz = b,

(iii) elle doit &tre continue e = y,

(iv) sa dérivée doit avoir une discontinuité dé au pointr = y

(la derniére condition assure que la deuxiéme dérieé@ du pointz = y est égale ad(x — y), selon
I'Exercice 9 du Chapitre 3).

Plus explicitement, désignons p@r une solution deCg = 0 satisfaisant la condition (4.3) (domg
est déterminée a un coefficient multiplicatif pres) etrdémeyg, solution deLg = 0 avec la condition
(4.4). On suppose que I'on peut choigiret g, linéairement indépendantes urb) : Mg, + ugy = 0 —
A = u = 0 (c.-a-d.g, n'est pas proportionelle ). Alors, poury fixé, il existe des constantes x (qui
peuvent dépendre dg telles que

_ JGa(x) siz <y,
G(z,y) = {Kgb(x) siz > 1. 4.7

Les "constantes¥ etx s’obtiennent facilement & partir des conditions de ragenrent (jii) et (iv) au point
x = y. On trouve que

(4.8)

)= "0 quwnla) sic >y,

oUW (y) = ga(y)g;(y) — 94 (y)gs(y) est le Wronskien dg., g.

1 {ga@:)gb(y) siz <y,

Exercice 2 (\€rification de la formule (4.8)) :

(a) Vérifier que la fonction (4.8) satisfait les conditiatesraccordement (iii) et (iv) :

lim Gy +e,y) — Gly —<.y)] =0,
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lim [G'(y +¢,y) —G'(y —e,y)] = —1
e——+0

(b) Montrer que
d
—[W =0
VW)
Ainsi le dénominateur dans (4.8) est une constante, et bigweG(z, y) = G(y, «). Donc la fonction de
Green est symétrique dans ses deux arguments.

Exercice 3 (Applications de la formule (4.8)) :

Soit (a,b) = (0,7/2) etv > 0 une constante. Déterminer la fonction de Green de I'dpérel =
—d?/dz* — v pour les conditions aux limitef(0) = f(w/2) = 0. Considérer en particulier le cas= 1,
et calculer la solutiorf (x) explicite pour :

() h(y) = 6(y — w/4), dessinelf (z) et f'(x) et comparer avec I'exercice 9(d) du chapitre précédent.
(i) h(y) = sin(y), et vérifier que— f"(x) — f(x) = sin(x).

Exercice 4 (Fonctions de Green pour un intervalle infini) :

L'équation (4.1) sur l'intervallé—oo, co) ou (0, co) est souvent rencontrée en mécanique quantique en
relation avec I'équation de Schrodinger.

Soit a nouveall = —d?/dz? + v et (a,b) = (0,00). Chercher la fonction de Green dans les cas
suivants :

(i) v >0, f(0) = f(o0) =0
(i) v < 0, £(0) = 0, G(x,y) ~ cos(y/]v|z) lorsquer — oo.

Exercice 5 (Méthode de Fourier) :

Il est possible de calculer certains fonctions de Greenmpatransformation de Fourier. C'esdalution
fondamentalgce qui est la solution au sens des distributions de I'éoguédrmelle

(LG)(z) = §(x). (4.9)

Les conditions aux limites doivent alors étre satisfaitesjoutant une solutiod de I'équation homogéene
(LH)(z) = 0.
(a) Démontrer formellement que la distribution

1 _ 1

est la solution fondamentale pour 'opératéute I'exercice 4. £ dénote la transformée de Fourieet !

son inverse.) Indication : se rappeler qﬁ\@“(k) = ikf(k).

(b) Calculer explicitement la solution fondamentale (3 ddutilisant une intégration dans le plan complexe
(théoreme des résidus) pour> 0. Appliquer explicitement’ a cette solution pour vérifier Eq. (4.9).
Construire la fonction de Gree®(x, y) qui résoudC(z)G(x,y) = d(x — y) et avedG(+oo, y) = 0.

(c) Trouver les (deux) solutions homogéenes indépendate# et vérifier que la fonction de Green pour
I'exercice 4.i peut étre écrite comme somme de la soldtodamentale et des solutions homogenes.
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4.3 Fonction de Green en trois dimensions

Un probleme en trois dimensions analogue a celui trais@y’ici est de considérer I'équation
differentielle

—Af(x) +a(x)f(x) = 2f(x) = h(x) (4.11)

ou x varie sur une partie born&&deR? ou surR? tout entier etz est une constante (réelle ou complexe).
Dans le premier cas on imposera des conditions sur led@rde (2, dans le deuxiéme cas pos| — .
Comme auparavant, la fonction de Green est définie commsalation (au sens des distributions) de

[—Ax + q(x) — 2]G.(x,y) = 6®(x —y) (4.12)

et satisfaisant les conditions aux limites (86 ou pour|x| — oo respectivement): est considéré comme
un parametre, la fonction de Green dépendra de ce pamanh@t notationA, signifie que les dérivées
apparaissant dans le Laplacien sont par rapport a la Vasiab

02 02 0?2
8—$%+6—J}§+6—J}§) G(x,y).

En termes de la fonction de Green, la solution de (4.11) est&®par

AcGitxy) = (

f(x) = / G.(x,y)h(y)d%y . (4.13)

Exercice 6 (La fonction de Green du Laplacien) :

On considére I'équation (4.12) ave(x) = 0 etz = 0, c’est-a-dire
—AxG(x,y) = 53 (x—y). (4.14)
(a) Prendre d’abor = IR3. Montrer que la solution s’annulant a I'infini (c’est-&@ pour|x| — oo) est

1
G =
Indication: D'abord, vérifiez queAxG(x,y) = 0 pourx # y. Ensuite, évaluez le Laplacien d&x,y)
dans le sens des distributions en prerjant y| > € > 0, puise — 0. On rappelle la formule de Green-
Ostrogradski (généralisation de l'intégration parties)

[ 1o 160 = F9a00ldx = [ faG07£6x) = 16 Va(x)] - NGx)dS

U U

ou f etg sont deux fonctions contindment differentiablRs — R, etU un ouvert & bord liss8U, muni

de la normale extérieuls (x).

(b) Prendre2 = {x € IR3\|3:| < R}, c’est-a-dire la boule de rayadR centrée a 'origine. Résoudre (4.14)

avec la condition & la limit&/(x, y) = 0 si |x| = R (c’est-a-direG(x,y) s'annule sur le bord de).

Indication: On anﬁ = 0 si|x| < Ret|w| > R. CherchelG(x,y) de la forme
1 aly)

dn|x —y| Ar|x—w]|’

G(XaY) =

N

ou a(y) est un nombre qui peut dépendre yleet w est un vecteur qui peut dépendre yéprendre
w = b(y)y [pourquoi?], otb(y) est un nombre qui peut dépendreydeet qui satisfaijw| > R.
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Application: Le potentiel électrostatiqué enx € R dii a une distribution de charge de dengite) est
déterminé par I'eéquation de Poisson

—AV(x) = p(x)/<0 -
Le résultat de (a) permet de donner la solution par

1 p(y) 3
V(x)= d’y .
(x) 4req |x —y| 4

On voit que la fonction de Green joue le rble d'une fonctiinftbence :%Go(x, y) détermine le potentiel
au pointx di & une unité de charge ponctuelle placée au goint
Similairement, le résultat de (b) permet de calculer leeptiel V a l'intérieur de la boul® = {x €
R3||x| < R} produit par une distribution de charge dans cette bouleyiase de la boule étant mise a
terre (/' (x) = 0 si|x| = R).

Comment peut-on interpréter le résultat de I'Exercick)gef termes électrostatiques ? (La méthode des
charges images).

Dans I'exercice suivant nous discutons la fonction de Goselfopérateur-A — z dans) = R3. Nous
trouverons une solution particuliére qui a la proprig¢és’annuler a I'infini ; la solution générale s’obtient
en lui rajoutant des solutions de I'equation homogerA, — z) f(x) = 0 (ou f peut dépendre deety).

Exercice 7 (Fonction de Green de Bquation de Schidinger stationnaire (ou I'équation de Helmholtz)) :

Soit z un nombre complexe. Considérer 'équation suivante &ns
(—Ax = 2)G.(x,y) = 0(x—y) (4.15)

(a) Montrer que
1 eiVzlx=yl

G.(x,y) (4.16)

T dr x|

est une solution pour chacune des deux valeurg'de
Indication: Utiliser la régle de Leibniz|w| = |x — y|)

VI vawia L L L AivEW gp L geivawl
|w| lw|  |w] |w|
et les relations .
W W
Viw|= - v—=_Y_
e Al R v R

(b) Déterminer le comportement de la solution (4.16) @firii pour » réel (c’est-a-direy € R3 est fixé et
|x| — oo). Distinguer entre le cas oti > 0 et celui ouz < 0; poserk = |\/z| dans le premier cas et
k = |v/—z| dans le deuxieme cas et tenir compte des deux signes pmssdibla racine dans (4.16).

Exercice 8 (Fonction de Green de Bquation du transport de la chaleur) :

Dans cet exercice nous utilisons comme dans I'exercice 5&tnode Fourier pour calculer la solu-
tion fondamentale. Cette fois-ci c’est un probleme degpant, c'est-a-dire une équation differentielle qui
contient des dérivées spatiales et temporelles.

(a) Résoudre I'équation suivante en appliquant la tamnsation de Fourier par rapport aux coordonnées
spatiales.
(kO — A)G(x,t) = §(x,t) . (k> 0) (4.17)
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Indication: Montrer que la transformée de Fourier de I'eéquation{}€ist résolue par

G(p,t) = e~ IPPt/Rpr(¢) (4.18)

1
K(27)3/2

Ici H(t) dénote la fonction de Heaviside. Calculer la transford@&ourier inverse dé'.
(b) Déterminer la solution formelle de

(kOy — A)T(x,t) = u(x,t) (4.19)

pour une fonction: telle queG x u existe, par exemple une fonction avec support borné.

(c) Choisiru(x,t) = Ad(x,t). Quel est la significance physique de cette sour@éest considéré comme
distribution de température ? Quelle est la solufitix, ¢) ? (Commenter aussi sur la solution pout 0.)
Pourquoi cette équation est appelée une équation desiiff ?

(d) Quel est le profil de la températufégx, t) pour un profil initial 7o (x) = A exp{—|x|?/(202)} (tel que
u(x,t) = kTp(x)6(t)) ?

(e) Quel est le profil de la températuféx) pour une source ponctuelle a I'origine qui est toujounsraie,
ie.u(x,t) =0(x)?

Réferences

R. Courant et D. Hilbert, Methods of Mathematical Physiadpvhe 1, Chapitre V, Paragraphes 14 et 15.
G. Arfken, Mathematical Methods for Physicists, Chapitge 1

S. Hassani, Mathematical Physics, Chapitre VI.



Chapitre 5

Int egration complexe et applications
aux integrales eelles

5.1 Intégration Complexe

Dans cette partie du cours nous allons revisiter I'intBgnacomplexe, mais sans présenter toutes les
démonstrations mathématiques. Vous trouverez ceildasts le cours d’'analyse. Le but ici est plutdt de
se concentrer sur I'application du théoreme des résadusalcul d'intégrales impropres réelles. Pour cette
raison nous allons négliger beaucoup de résultats iraptsrtet fascinants sur la structure des fonctions
complexes.

5.1.1 Fonctions d’'une variable complexe
On peut écrire la valeur d’'une fonction compleie) au pointz = x+iy comme un nombre complexe,
u+ = f(z) (5.1)
tel queu etwv sont des fonctions réelles des deux variablesy, f(z) = u(z,y) + iv(z, y).
Exemple 1: Si f(z) = 22 alors
f2) = (@ +iy)* =2 —y* +i2ay (5.2)
etdoncu(z,y) = 22 — y? etv(z, y) = 2xy.
La dérivée d'une fonction complexe est définie comme dianas réel :
Définition : Soit f une fonction dont le domaine de définition contient le wmagje du point,. Ladérivee

de f enzg, notéef’(z), est définie par la formule

f'(z0) = lim f(2) = f(z0) (5.3)

z2—2z0 Z— 20
a condition que cette limite existe. La fonctigrest ditedifferentiableen zy quand la limite existe.

Une fonction complexe d’une variable complexe est appeté@morphesi elle possede une dérivée en
tout point ou elle est définie. Nous allons utiliser le teramalytiquede maniere synonyme. Une fonction
est holomorphe au pointsi elle est dérivable en ainsi que dans son voisinage. Une fonction est appelée
entieresi elle est holomorphe dans tout le plan complexe. Les pohgssont des exemples de fonctions
entieres.

47



48 CHAPITRE 5. INTEGRATION COMPLEXE ET APPLICATIONS AUX INEGRALES REELLES

5.1.2 Les conditions de Cauchy-Riemann

Il y a une difference importante entre la différentiaiiliéelle et complexe : dans le cas complexe, la
limite peut &tre prise de plusieures directions dans le ptamplexe, et la valeur limite doit toujours &tre la
méme. Ceci impose des contraintes fortes sur les fonatiomplexes différentiables.

Nous pouvons reécrire I'eéquation (5.3) sous la forme

Lim h (5.4)

ouh = s+ it est un nombre complexe. En pren&nt s réel, la dérivée devient un dérivée partielle par
rapport az,
fle+s+iy) — fle+iy) _Of  Ou . Ov

/ T - _
f(z)—?_}n% S - Oz _8x+zax' (5.5)
De méme, sh = it est plrement imaginaire, on a
. fla+i(y+1) = fla+iy) Of Ou Ov
/ — 1 = -] — = —9 — —_—. .
I'z) iy it ‘ oy ‘ dy Oy (5.6)
Si f(z) existe, cette expression doit avoir une valeur unique, etdo
ou v
= - = 5.7
ox oy 5.7
ou v
— = ——. 5.8
Jy Ox (5-8)

Ces équations s’appellent lesnditions de Cauchy-Riemartlles sont nécessaires et suffisantes pour que
/ soit dérivable au point.

Exemple 2 : Nous avons vu dans I'exemple 1 que pour la foncfién) = 22 on au = 22 —y? etv = 2zy.

Alors 5 5 9 9
U v U v
9= = 9y =— . 5.9
Ox v oy oy 4 ox 9

La fonction est donc dérivable a tout pointet est alors une fonction entiere.

Exemple 3 : Pour une fonction réelle d'une variable complexe on & 0. Ainsi cette fonction est soit
constante, soit non-dérivable. Par exemple, la fongfian = |z|? = 22 + y? ne vérifie pas les conditions
de Cauchy-Riemann cét/0x = 2x # 0v/0y = 0.

5.1.3 [eveloppements enéries

La formule de Taylor de I'analyse réelle peut étre étendux fonctions d’'une variable complexe :
chaque fonction qui est analytique dans un celrcle a| < R peut étre représentée par sa série de Taylor
"(a (n) a
1@ =g+ T ey T e (510
La série converge vers(z) pour toutz intérieur a ce cercle.
Si une fonctionf n’est pas analytique au poiaton ne peut pas appliquer le theoréme de Taylor en ce

point. Dans ce cas, il existe parfois une généralisatiome série faisant intervenir a la fois des puissances
positives et négatives de — a). De telles séries sont appelées g&ges de Laurent

Théoreme 1: (Theoreme de Laurent) SoientCy et Cy deux cercles orientés positivement centrés au
pointa et f une fonction analytique sur,, C; et dans la couronne comprise entre ces deux cercles, alors
en chaque point de la couronng est représenté par le développement

oo

f(z) = Z en(z —a)™. (5.11)

n=—oo
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5.1.4 Intégrales d’'une fonction complexe

Définition : (Int égrale d’'une fonction complexe d’une variable éelle) Soit w(t) = u(t) + v (t) une
fonction complexe de la variable réetleSoient les fonctions(t) etwv(t) définies sur l'intervalle fermé et
bornéa < t < b, et continues par morceaux. On définit alors I'intégradevchar

/abw(t)dt = /abu(t)dt —l—i/abv(t)dt. (5.12)

Nous allons utiliser cette définition pour introduire uméégrale le long d’un contour dans le plan
complexe. La variableé deviendra un parameétre qui décrit ce chemin. Pour ceauil @’'abord définir la
notion de contour :

Définition : (Arc) Un arcC dans le plan complexe est un ensemble de paints(x, y) tels que
x = z(t), y=1y(t), a<t<b (5.13)

oux(t) ety(t) sont des fonctions continues du parametre #€8i z(a) = z(b) alors I'arc esfermé. Si les
dérivéesy’(t) ety’(t) existent alors la dérivée de I'arc est

2'(t) = 2/ (t) + iy (t). (5.14)
L'arc estdifferentiablesi les dérivées existent et sont continues.

Nous pouvons introduire la longeur d’un arc difféerenteapéhr

L= /b|z’(t)|dt (5.15)
ou
()] = Vo' (1) + ¢/ (). (5.16)

La longeurL est invariante sous des changements de paramétrisatianalé’.
Définition : (Contour) Un contour est un ensemble d’arcs differentiables joiotst & bout.

Si z(t) est une fonction qui décrit un contour, alar@) est continue, et sa dérive&t) est continue par
morceaux. La longeur d’'un contour est la somme des longasgsarts différentiables qui le forment. Si
a <t <betz(a) = z(b) alors le contour edermé.

Nous pouvons maintenant définir I'intégrale fig-) le long d’un contour”' :

Définition : Supposons qué€ est un contour représenté par 'équatios z(t) = x(t) +iy(t),a < t < b.

Sila fonctionf(z) = u(z,y) + iv(z,y) est continue par morceaux stiron définit I'intégrale de contour
de f le long deC comme :

b
/f(z)dz:/ Flz(0)]2(t)dt. (5.17)
C a

Plus explicitement, on a donc

/Cf(z)dz = /b(ux’ - vy’)dtﬂ‘/b(vz’ + uy')dt. (5.18)

a a
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5.1.5 Theoreme de Cauchy et tkoreme des ésidus

Théoreme 2 : (Theoreme de Cauchy)Si une fonctionf(z) est analytique dans un domaine simplement
connexeD, alors son intégrale prise le long de tout contour fe@néppartenant & est nulle :

j{ f(z)dz = 0. (5.19)
C

Ce théoreme implique que la valeur d’'une intégrale dé dans le domain® est unique et ne dépend
pas du choix de chemifi entrea etb.

Exercice 1 :

Soito,k € R eto > 0. Vérifier que l'intégrand est une fonction entiére elisgr le théoréeme de
Cauchy pour calculer

f

IR T AR S R
(k) Ton /_OO Noroe e 22" dx (5.20)
ce qui est la transformée de Fourier d’'un Gaussienne deuasg
Indications :Suivre par exemple les pas suivants :
a) Considérer I'intégrand comme une fonction complexenettantr — z = x + iy. Vérifier que les
conditions de Cauchy-Riemann sont satisfait.
b) Il existe uny, tel que la partie imaginaire de I'exposant disparait. Rése I'intégrale pouy = y..
c) Pour utiliser le théoreme de Cauchy, il faut fermer latoar d'intégration. Le faire déz,y) =
(=L,y.)a(—L,0) etde(L,0) &(L, y.), et prendre ensuite la limite — oo.

Nous pouvons utiliser le théoreme de Cauchy aussi daiitsi&ion suivante : Supposons qu’une fonc-
tion f(z) soit analytique dans un domaine qui consiste en un cerclaygmi? > 0 autour d’'un point,
mais que la fonction est singulier au pointDans ce cas, la fonctiofiz) a une représentation en serie de
Laurent,

oo

f(z) = Z en(z —a)™. (5.21)

n=—oo

Certains de:,, peuvent étre nul.

Exercice 2 :

Démontrer que pour le cercle de rayBnC = {z, |z| = R}, que

", | 2w sin=-1
fc #dz = { 0  autrement (5.22)
par intégration directe le long de.

Appliquant ce résultat a la représentation de la fomcfi@n terme de série de Laurent, en intégrant sur
le cercle unit&”’, orienté de maniere positive, autourdleous trouvons

f(2)dz = 2mic_1. (5.23)
C/

Le théoreme de Cauchy nous dit alors que nous aurions gaichdmporte quel contour qui enferme le
point a et est dans le domaine analytique parce qu'’il est toujoussiple de connecter ce contour avec
le cercle par deux lignes si prés qu'ils ne contribuentgpbimtégrale. Alors l'intégrale le long du contour
combiné disparait ce qui implique que I'intégrale le lahgcontour vaut moins I'intégrale le long du cercle.
Il est important ici que le point singulierest isolé tel qu'il y a un domaine analytique autour de liine
taille quelconque.

Le nombre complexe_;, qui est le coefficient devarit/(z — a) dans le développement (5.21), est
appelé leésidude f au point singulier isol&, et désigné R€g, a).
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Théoreme 3: (Theoreme des esidus)Considérons un contour simple ferrag orienté positivement, a
I'intérieur duquel et sur lequel une fonctighest analytique excepté en un nombre fini de points singulier
21, 22, ..., zp, INt€rieurs &C'. Alors

7{ f(z)dz = Qﬂizn: Regf, z;) (5.24)
c e

ou Regf, z;) désigne le résidu dg¢ au pointz;.

Pour démontrer ce théoréme, on considére un petiteétchutour de chaque point singulier isolée
(en prenant soin que les cercles sont suffisamment petitsygarontenir qu’un seul point singulier). Alors

7{} f(z)dz = 2miRes f, z;). (5.25)

En combinanC avec les cercle§’; on construit la frontiére d’un région dans laqueflest analytique. Par
le théoreme de Cauchy on a alors que

7{Cf(z)dz -y fij F(2)dz =0, (5.26)

d’ou le résultat.

5.1.6 Calculs desesidus

Le théoreme des résidus nous permet alors de calculnfant des intégrales de contours dans le plan
complexe, si on connait les résidus. Par définition, $&deest le coefficient du termi¢/ (z — a) de la série
de Laurent dgf(z) dans le domaine autour de

Exemple 4 : Soit la fonctionf(z) = (e* — 1)/2. Commee* = 377 ; 2™ /n! nous avons que

z 2’2

fE) =145+ 5+ (5.27)

Par conséquent le point = 0 est un point singulier éliminable, ¢t est analytigue dans tout le plan
complexe (une fonctioantiere). Alors toute intégrale d¢(z) le long d’un contour fermé est nulle (méme
si le contour inclut: = 0).

Exercice 3 :

Calculer le résidu de
f(z)= 5 (5.28)

au pointz = 0.

Exercice 4 :

Soit la fonctionf () = (22 — 22+ 3) /(2 — 2).

(a) Déterminez la série de Laurent fiez) au pointz = 2.

(b) Utilisez le théoreme des résidus pour détermy"ley‘(z)dz pour C le cercle de rayon autour
z=2.

Normalement la série de Laurent n’'est pas facile a comstrDans ce cas nous pouvons extraire le
coefficientc_; au moins en principe comme suit :
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Définition : La fonction f(z) a un podle (un point singulieg’ordre m enz = a si (z — a)™ "1 f(z) est
nulle enz = a mais(z — a)™ f(z) ne s’annule pas.

Ceci implique pour la série de Laurent au paint a quec; = 0 pourj < —m.
Si f(z) a un pdle simple (un pdle d’ordilg enz = a alors

Regf,a) = lim(z —a) f(2). (5.29)

zZ—a

Si le pole est d’ordre, une multiplication ave¢z — a)? fait que la série de Laurent commence avec un
terme constant qui multiplie_ et aprés le termé: — a)c;, tel que

. d
Regf,a) = glir(ll 7 (z —a)?f(2). (5.30)

Ceci se généralise comme suit : k) possede un pdle d’ordre au pointz = « alors le résidu d¢
en ce point est

1 dam—1
Res{f} a) = (m — 1)| Zhlg dzm_l (Z - a)mf(z) (531)
Exercice 5 :
Soit )
SIMT __ cosx
flz) = 1 —22) (5.32)

Y a-t-il un pdle enz = 0, et si oui, quel est son ordre, et quel est le résidu ?

Exercice 6 :

Trouver les poles de
1

et calculer les résidus.

5.2 Applications au calcul d’'intégrales €elles

Une application typique du théoreme des résidus estidellodintégrales sur tout I'axe réel. Pour ceci
nous avons encore besoinldemme de JordanEn intégrant le long d’un arc de cerdlede rayonR, centré
surzg on a que

Si hm Rma12< lf(z)]=0 = hm /f (5.34)
ze
Si hm Rmax lf(z)]=0 = Rlim f(z)dz=0 (5.35)
R— oo —o Jr

Demonstration Si M est une constante positive tel giféz)| < M pour toutz € T on a que

‘/Ff(z

ou L estlalongeur de I'arc du cercle. SiI'angle d’ouverture’declest() < 27 alorsL = R etle Lemme
de Jordan suit. Nous pouvons aussi voir que les conditiomsiomnées ci-dessus sont suffisants mais pas
nécessaires.

/|f )] dt < M/ \2/(8)] dt = ML. (5.36)
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Remargque Iy a d’autres formes du Lemme de Jordan, qui reviennerg @lumoins au méme. Le but est
toujours de pouvoir fermer le contour d'intégration et @embntrer que la valeur de I'intégrale ne change
pas.

Avec ce lemme nous pouvons compléter une intégrale sxe Feel avec un demi-cercle. Si l'intégrale
le long du dernier tend vers zéro par— oo alors la valeur de I'intégrale réelle est donnée par farse
des résidus a l'intérieur de ce contour, multipliée pai.

Exemple 5 : CalculerffooO dxz/(1+ x?). D'abord nous vérifions que nous pouvons appliquer le Lemene
Jordan pour fermer le contour par un demi-cercle. Pour aags notons que I'intégrant tend suffisamment

vite vers zero :
—

Rlf(2) = — = 5.37
/@) |1+ R?e?®| /14 2R%cos(2¢) + R* (5:37)
Il suffit donc d’évaluer le résidu aux pdles= +i. Ce sont des poles simples, alors
. . (z—1) 1
sl =l e " % (5:38)
Alors nous avons, avec le théoréme des résidus
> dx " odz ) .
/_Oo T2 /C s 2miRes(f, 1) = . (5.39)
Exercice 7 :
Calculer - p
X
_ 5.40
| i (5:40)
avecn € N\{0}.
Exercice 8 :
Calculer ~ g
X
. 541
| 5 (5.41)
Exercice 9 :

Dans le chapitre sur les fonctions de Green, nous avonstrédantégrale suivante pour trouver une
fonction de Green :

G(z) = \/%}"_1 (iny). (5.42)

Ici 71 est la transformée de Fourier inverseyet 0. CalculezG/(z) en utilisant le calcul des résidus.

Exercice 10 :

Soita € C tel queRe o > 0, et soitn. € N\{0}. Calculer la transformée de Fourigfk) de

1
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Exercice 11 :

(Fonction Green de l'oscillateur harmonique) L'équation de l'oscillateur harmonique egt(¢) +
wiy(t) = f(t) ollwp > 0 est un parameétre réel fixe ¢ft) décrit une excitation externe. Une approche
pour construire la fonction Green passe par la solutiondamehtale= (¢) pour f(t) = 4(t) (voir exercice
5 du chapitre sur les fonctions de Green). Une transforraédrier de I'equatiot” (t) + w3 G(t) = §(t)
méne a

A 1
2 2
—wtwi)G(w)=—. 5.44
Si nous essayons de calculer la transformée inverse,
Glt) = - / Ty (5.45)
2 o wE —w? @ '

nous nous rendons compte qu'il y a deux podles sur I'axe té&el= +wy. Pour contourner (littéralement)
ce probleme, on peut remplad&(w) par

A 1 1 1 1
GUw) = —= lim — - 5.46
(@) V2T ei%l+ 2wo |wHwo—ie w—wy—ie|’ ( )
Al 1 1 1 1
G(ddV) (w) — lim —— - : . (547)
V2T e—0t 2wy |w+wp +i€  w—wo+ i€

Ceci correspond a deux chemins d'intégration qui comtent les poles de maniére différents.

a) Déssiner les chemins d’intégration.

b) Renfermer les chemins par des demi-cercles a I'infina&tuter les intégrales par le théoreme des
résidus.

c) Interpreter les fonctions de Green comme la réponse agillateur harmonique a une excitation
courte au temps = 0. Quelle est la difference entre la fonction de Greetardee G (¢) et la
fonction de Greeravan&e G(*4V)(t)? Laquelle des deux allez vous utiliser pour calculer leffe
d’une excitationf (¢) sur un oscillateur harmonique initialement au reposyparG « f ?

Exercice 12 :

(Fonctions de Green pouréquations d’onde, de Poisson et de Helmholtz)a solution fondamen-
tale G(x, t) (cf exercice 5 du chapitre sur les fonctions de Green) dgibéion d’'onde est la solution de
I'équation suivanté :

(—A + C%a,?) G(x,t) = V2rd(z, ). (5.48)

Nous pouvons simplifier cette équation en faisant d’aberel ilansformation de Fourier par rapport au
tempst — w, ce qui mene a I'équation

w2
(—A - 6—2) G, (x) = (), (5.49)
ce qui rend explicite le lien avec I'exercice 7, équationddémholtz, du chapitre sur les fonctions de Green.

La constante dans la premiere équation a été choisieque le membre de droite de la deuxieme ne soit
qued(x). En faisant aussi une transformation de Fouriersus p, nous trouvons I'équation élémentaire

w?\ 4 1
< - c_2> Gu(p) = (2m)3/2 (5.50)

1. Il s’agit de la solution obtenue par transformation derfesuElle reproduit la discontinuité de la dérivee madstén général
étre superposée a une combinaison linéaire de sofutiomogénes pour satisfaire les conditions aux limitesrdblgme.
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a) Soitw? < 0. Poser: = w?/c? puis calculelG,, (x) par intégration dans le plan complexe. Comparer
avec I'exercice 7 du chapitre sur les fonctions de Green.

b) Prendre la limitez — 0 de la solution trouvée en (a), et comparer avec la fonct®ioeen du
Laplacian, exercice 6 du chapitre sur les fonctions de Green

c) Soitw? > 0. Si on veut calcule€,, (x) on trouve que les poles de I'intégrant dans la transfdaonat
de Fourier se trouvent sur I'axe réelle, comme dans I'egengrécédent. Comme dans cet exercice
il faut contourner les pdles en les déplacanttde, ce qui méne a des fonctions de Green différents.
Calculez-les, et comparez-les avec l'interprétationeemées d’ondes sphériques de I'exercice 7b du
chapitre sur les fonctions de Green.

d) Calculer pour le cas (& (x,t) en faisant un transformation de Fourier inverse sur lepueaces,
w — t. Interpréter les résultats en termes de fonctions derGaeancées et retardées. Montrer alors
gu’une sourcé(x, t) localisée dans le temps et dans I'espace donne lieu a urg(one solution de
I'équation d’onde ave§(x,t) au second membre)

u(x,t) :/Md%’, (5.51)

4r|x — x'|

ou[. . .]ret Signifie que le temps est evalué au temps retardé= t — |x — x'|/c.

Exercice 13 :

Utiliser I'intégration par contour pour évaluer la somme

:Z# a>0. (5.52)

n?+a?’
a) Montrer queS correspond & la somme des résidus en des pdles sur éakde”

fz)= 7 cot(mz). (5.53)

22 + a2
La somme peut donc étre representée comme la sommegrates sur des petits cercles autour de
ces poles.

b) Considérer un contour qui résulte si on agrandit legpeercles de la partie (a) jusqu’a ce qu’ils
forment un seul contour long et mince proche de I'axe réekdiner ce contour pouy termes de
la sommeS et puis considérer la limit&Vn — oo. Dans cette limite le contour se coupe en deux
intégrales le long de =+ ie. Vérifier par le Lemme de Jordan que vous pouvez fermer leocopar
des grands demi-cercles, et en déduire que la sof et égale a 'opposé de la somme des résidus
en des poles non-réels déz).

c¢) Utiliser le calcul des résidus pour trouver

5.3 Meéthode du Col

Souvent il n'est pas possible de résoudre une intégralenaeiére exacte. Pour certaines classes
d’intégrales il est possible de trouver des solutions agipratives avec bonne précision, par exemple
pour des intégrants du type?/(®) pour M grand. Dans cette section nous commencons en regardant
des intégrales réelles avant de discuter une extensitmméthode dans le plan complexe, en utilisant le
théoreme de Cauchy.
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5.3.1 Meéthode de Laplace

La méthode de Laplace est tres simple : pour une intégialeype ff dx exp(M f(z)) nous
développong (z) en série de Taylor autour du maximum global (suppasé-az, etzy # a, b :

F(&) = flwo) + 5 £ (@)~ 20)* + O((z  w0)°). (5.5)

Si M est suffisamment grand, nous pouvons négliger les ternoedrd’supérieur, et en plus nous pouvons
intégrer de—oo aco puisque l'intégrant decroit tres vite loin dg. Alors

b 0o
y y 1 " 2 27T
JpeMF(@) A (M (x0) / o= AMIf" (@0)|(a—20)? _ Mflwa) |___ 2T 555
/a oo M| f"(zo)| (5-59)

Exemple 6 : Dérivons la formule de StirlingV! ~ v2r NN~ e~ . Pour ce faire, nous notons qdé =
I(N+1)= f0°° e~*xNdx. Le changement de variable = Nz tel quedz = Ndz conduit &

N!= / e N*(N2)VNNdz = NNJrl/ e NzeNinzg, — NN+1/ eNnz=2) g, (5.56)
0 0 0
C’est une intégrale de la bonne forme, ayée) = Inxz — . La premiére dérivée edt/z — 1 et alors
f(x) atteint son maximum eny = 1. La seconde dérivée eft () = —1/22. En utilisant la méthode de
Laplace nous avons donc
2T
N

N!~ NN+Le=N (5.57)

qui n’est autre que la formule de Stirling.

Exercice 14 :

Un téléscope équipé d'un compteur de photons obsergettoile lointaine pendant une minute pour
mesurer le taux d'arrivée de photons par minuteSupposons que le nombrede photons détectés suit
une distribution de Poisson de parametre

P(r|\) = % e, (5.58)

En utilisant une distribution & priof?(\) = 1/, calculer une approximation de la distribution postegeur
pour\, P(A|r) oc P(r|A)P()\) en faisant une approximation de Laplace

a) en\

b) enlog A (utiliser alors une distribution & prioff(log A) = constant).
Donner le mode (pic de la distribution), la largeur et la nalisation (I'inverse de la valeur de l'intégrale
sur\) en utilisant cet approximation. Comparer ensuite la ndigaton avec la normalisation exacte.

5.3.2 Methode du Col

Si la fonctionf est une fonction complexe, alors la méthode de Laplaceffiegas, parce que la phase
complexe peut varier rapidement dans la région ou la pdxéikke def est maximale. Ceci peut supprimer
fortement la valeur de l'intégrale dans cette région.

Mais il est possible de déformer le chemin d’intégratiamslle plan complexe aussi longtemps qu’on
reste dans un domaine d’analyticité fleLe but est alors de trouver un chemin sur lequel la phase y est
constante. Pour cette raison la méthode du col s’appedisi am@thode de la phase stationnaifen plus,
comme nous allons voir, c’est aussi le chemin avec la dégaoice la plus rapide de la partie réelle, et la
méthode est souvent appelaethod of steepest descentAnglais.

En général, pour une intégrale= f7 ef®)dz nous cherchons un chemin continliment défosméde
maniere qu’on ne passe par aucune singularitg pendant cette déformation) tel que
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(a) Lelong dey, la phaseéym f est constante.
(b) Il existe un point,, € v, tel que(df/dz)(z,) = 0.
(c) La partie réelle d¢ passe par un maximum locaka= z,.
Un point vérifiant les conditions (b) et (c) est appel&ohassocié ¥ (z). C'est parce que les conditions
the Cauchy-Riemann, égs. (5.7) et (5.8), impliquent que

Pu(z,y) N Pu(z,y)
0r? oy?

—0 (5.59)

et de méme pour(z,y). Alors sidf(z)/dz = 0 mais les deuxiémes dérivées partielles sont non-nulles
ils doivent avoir le signe opposé et ce n'est pas un maximurarominimun mais un col. Considérons
aussi les lignes de constant qui sont perpendiculaire au vect®ur = (0u/dx, du/dy) qui pointe dans

la direction de croissance maximale. Nous trouvons que

Oou Ov ~ Ou v

La condition pour qu’une fonction complexe soit analytigoumpose donc des contraintes fortes sur cette
fonction.

Pour nous, le fait que les gradients«@et v sont perpendiculaire implique que la direction le long de
laquelle la phase est constante (la condition (a)) est &udsiection de la décroissance la plus rapide de la
partie réelle de la fonction.

La condition que la phase reste stationnaire nous four@ulation de courbe,. Le long de cette
courbe la phase est donc constante et on se raméne a unadeéu col réel. Alors, grace aux propriétés
des fonctions analytiques, le chemin sur lequel les o$icitla dee~ sont nulles est aussi le chemin sur
lequelRe f,, présente un maximum local le plus accentué possible.

Pour évaluer I'intégrale sur le chemig nous introduisons comme dans la section 5.1.4 un parametre
réelt qui paramétrise le chemin a travers le col, normalisguel

£2) = () = 5 +O((z = 20)°). (5.61)

En comparant cette expression avec la formule de Taylouadex,,, cf €q. (5.10),

1 d?*f(zq)

f(Z) = f(za> + 5 dz2 (Z - Za)2 + O((Z - Zoz)g) (562)
nous trouvons que
d2 f(zq,
t=(z—za)t/— 522 ) (5.63)

Comme dans le cas de la méthode de Laplace nous remplagensié intégrale le long de, par son
approximation Gaussienne autourge Par la formule d’intégration complexe, (5.17), nous a/que

o0 1/2
I, ~ efze) / e_tzz'(t)dt ~ ef () S / (5.64)
oo —d?f(zq)/dz?

Pour le deuxiéme pas nous avons supposéj(t¢ = (d?f(z)/dz*)~'/? peut &tre considéré comme

constant a I'échelle du terme Gaussien, ce qui nhous peti@ealuer I'intégrale Gaussienne résultante.
Nous pouvons constater que la formule correspond a celierdéthode de Laplace, (5.55), sauf qu’elle est
a évaluer au cat,, du chemin d’intégration déformeég,. En effet, si on a affaire a une fonction réelle, la
phase est déja stationnaire le long de I'axe réel et lgnatk du col coincide avec la méthode de Laplace.
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Exemple 7 : Essayons de calculer I'intégrale suivante :

o0

.2

I :/ e " dx, a>0. (5.65)
— 00

Sans le facteuf ce serait une intégrale Gaussienne, mais maintenantuestonction qui oscille rapi-

dement. Pour trouver sa valeur, nous suivons la recette ghdse stationnaire. Considéré dans le plan

complexe, l'intégrant est

—iaz? = 2axy — ia(x? — y?). (5.66)
Pour garder la phase stationnaire nous pouvons donc fagreotation de 45 degrées sur la ligne= —y.
Sur cette ligne on a bien quey < 0 et égale & zéro a l'origine. On a aussi qif¢dz = —2iaz est

nulle & l'origine et alors la partie réelluxy passe bien par un maximum en ce point. Alegs= 0,

d*f(z4)/dz? = —2ai et alors
Y L (5.67)
2a1 ai

Dans ce cas le résultat est exact parce que les correctiomsa supérieures disparaissent. C'est aussi
le résultat qu’on aurait obtenu naivement en remplagant ia pour se ramener au cas d’'une intégrale
Gaussienne simple, mais le passage par le plan complexéastsaire pour s’assurer que la solution est
correcte. En effet il est encore nécessaire de vérifielajuatation du chemin d’'intégration ne change pas
la valeur de l'intégrale. Nous notons que la condition duriee de Jordan n’est pas satistfaite : posur
I'axe réel nous avons qué¢(z)| = 1 pour n'importe quel distanck de I'origine. Le lemme de Jordan étant
suffisant mais pas nécessaire, il est quand méme permarddd rotation : La contribution a l'intégrale
qui vient d’un ligne verticale déx, y) = (L,0) &(L, L) qui relie les deux chemins d’intégration est

(L,L) ~(L,L) L 00 1
/ f(2)dz| < / |f(2)|dz = / e2elygy < / e2elvgy = — . (5.68)
(L,0) (L,0) 0 0 2alL
Dans la limiteL — oo ceci tend vers zéro.
Exercice 15:
Utiliser la méthode du col pour calculer (une approxinmatie) I'intégrale
/ e—ox Fike gy (5.69)

a) Trouver les points,, pour lesquelglf(z,)/dz = 0.
b) Déterminer un chemin pour lequel la phase est constagig passe pat,,. Est-ce un minimum ou
un maximum de la partie réelle ge?
c) Appliguer la formule de la méthode du col.
Comparer avec le résultat de I'exercice 1.

Exercice 16 :

La fonction Airy peut &tre écrite comme

Ailp) 1/:” G 5) g (5.70)

T o

Dériver I'approximation suivante poyr> 0 avec la méthode du col :

_2,3/2

e 3P

(5.71)
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Exercice 17 :

Evaluer par la méthode du col la fonction de Bessel modifiee

Y ,
L/(-T) / do ewéez cos 6 ,

:% -

(= J.(iz)) avecr > 0 entier, pour réel tendant vers-co.

Exercice 18 :

Evaluer par la méthode du col la fonction de Bessel
g )
J0($): _/ doeza:cose,
pourz réel tendant vers-oo.
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