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Corrigé Examen

1 L’électrostatique d'un axone (25 points)

Les neurones communiquent 3 travers de longs tubes
cellulaires qu'on appelle axones. On modélise un axone
connectant le cerveau a la moelle épiniére comme un
cylindre infini (voir dessin) avec une membrane isolante
(constante diélectrique K; = 5) formant le bord du cy-
lindre. La membrane s'étend entre r = aetr =a +1
avec a = 1 um et [ = 5 nm. A l'intérieur de I'axone
il y a de I'eau supposée conductrice. La membrane est
a son tour entourée d'une couche épaisse de myéline
(isolant de constante diélectrique Ky = 8), d'épaisseur
d = 0.5 pm. A I'extérieur se trouve de I'eau suppo-
sée conductrice. De la charge négative est distribuée
uniformément sur la surface intérieure (r = a) avec
une densité 0 = —10 uC/m?, et la surface extérieure
(r = a+1+d) est chargée positivement avec une charge
totale opposée.

Indication : €9 = 8.85 - 10712 F/m.

(a) Trouver |'expression du champ électrique E en tout point de I'espace.

€au

En utilisant la loi de Gauss, & travers une surface S cylindrique de rayon r et de longueur

L:

]{E-dﬁ’: Jent. (1)
S €0

L’aire de la surface est A = 27rL. La charge enfermée par S ge,y dépend de r, ce qui
conduit aux cas suivants :

Région 1 :r<a

A Dintérieur de I'eau conductrice, le champ électrique est nul : E=0.

Région 2 :a<r<a+l

Dans la membrane diélectrique (K1 = 5) gent = 0(2malL). De plus par symétrie cylindrique
de la distribution des charges, E ne dépend que de r, et est orienté selon €., donc E =
E(r)é,. On peut donc écrire :

(2mal)

S o
E.-dA=FEQ2nrL) = i 2
¢ (2nrt) = T2 @)
Ainsi :
oa
E= )
EoKlT‘ (3)
Région 3 :a+1i<r<a+l+d
Dans la myéline (K3 = 8) :
oa
E = . 4
EoKQT‘ ( )



Région 4 :r>a+1+d
A Dextérieur de la surface externe, le systéme est électriquement neutre, donc : E = 0.

Evaluer le champ électrique en 7 = a + 1/2.

Ce point se situe dans la membrane (a <r <a+1) :

ga

Blati/2) = CRtasi/2)

L’application numérique donne : E = —2.25 x 10° N/C.
Quelle est la difféerence de potentiel AV = V,,+ — Vi, entre la surface extérieure et la surface

intérieure ?

La différence de potentiel est donnée par :

AVZ‘/out_‘/m: Znﬁtﬁ: mEd?“
Tout Tout
a a+l
:_|_/ Ed?“—l—/ Edr. (6)
a+l a+l+d
Pour la membrane :
“ ¢ oa oa a
Edr = dr = 1 . 7
a+l ' /a+l eo Ky " e K1 n<a+l> (7)
Pour la myéline :
a+l
/ Edr =22 1n< atl > (8)
a+l+d €0 K2 a+1l+d
En combinant les résultats :
oa | 1 a 1 a—+1
AV = — | —1 — 1] - . 9
€0 [Kln<a+l)+K2n(a+l+d)} )

En substituant les valeurs : AV = 58 mV.

Est-ce que la présence de la myéline augmente ou diminue AV 7

La myéline augmente 'amplitude de AV car elle ajoute de I’épaisseur & l’isolant, ce qui
augmente la différence de potentiel totale, méme si elle est inversement proportionnelle a K.

Un canal s'ouvre a travers les membranes de I'axone, entre la surface extérieure et la surface
intérieure. Un ion de potassium KT (masse 6.5 x 10726 kg, charge 1.6 x 10719 C') initialement
au repos traverse les membranes depuis I'extérieur et atteint |'intérieur de I'axone sans subir de
frottement. Quelle est sa vitesse une fois arrivé a |'intérieur et combien d'énergie faut-il pour le
ramener de nouveau a |'extérieur?

D’aprés la conservation de I'énergie de 'ion, entre le moment ot il est & 'extérieur (vitesse
nulle, et potentiel V) et celui ou il arrive & I'intérieur des membranes (vitesse v, et potentiel



AE. 4+ AU =0 (10)
%va —qAV =0 (11)
m

L’application numérique donne v = 534 m/s. L’énergie nécessaire pour le ramener de nou-
veau a l'extérieur W est I'opposé du travail de la force électrique qui I’a poussé & l'inté-
rieur : W = —Wy = — fiout chfl = q(Vout — Vip) = qAV. Lapplication numeérique donne
W =9.2x10"2].

Trouver |'expression de I'énergie électrique totale stockée par I'axone si celui-ci a une longueur
de L.

La formule de I’énergie totale est donnée par :

1 1
Ug = / —KiegE?dV + / —KoegE* dV (13)
membrane myline 2

_7rL02a2 iln 1+£ —i—iln 1+ d
e K a Ky a-+1

. (14)




2 Clavier Capacitif (25 points)

Un clavier capacitif est un capteur tactile basé sur le principe suivant. Un condensateur plan est formé
de deux plaques carrées de cé6té L = 1 cm, avec une distance entre les plaques de dy = 0.5 mm si
aucune pression n'est exercée sur le clavier (qui est une des plaques du condensateur). Un diélectrique
mou de constante diélectrique K = 10 est placé entre les plaques du condensateur. Le condensateur,
initialement déchargé, est connecté en série avec une source de tension constante £ = 5 V et une
ampoule qu'on modélise comme une résistance R = 10 2. On suppose que lorsque le courant qui
traverse |'ampoule dépasse 0.2 A, I'ampoule apparait comme allumée.

Indication : g9 = 8.85- 10712 F/m.

(a) Aucune pression n'est exercée sur le clavier. Calculer la capacité du condensateur. Calculer le

temps nécessaire pour que le condensateur se charge a 99% du maximum.

I |
| )
5

R=100Q
Le condensateur contient un diélectrique entre ses deux plaques. Sa capacité est donc C' =
Ky, ot Oy est la capacité du condensateur en 'absence de diélectrique. Cy dépend de la
surface des plaques et de leur distance : Cy = egs—j. Donc C = Kr?o% ~1.77-1071 F.
Pour calculer le temps que met le condensateur a se charger & 99%, on commence par établir
les équations du circuit. (Ici, comme c’est un circuit RC en série avec une batterie, notez que
I'on peut aussi directement utiliser le résultat du cours). Avec la loi des mailles on obtient :

Q

£~ & RI=0 (15)
Q aQ
£- G- R =0 (16)

(17)

Pour avoir Iexpression explicite de la charge du condensateur en fonction du temps, Q(t),
on réarrange les termes et on intégre comme suit (et en utilisant la condition initiale d’un



condensateur déchargé, i.e. Q(t) =0) :

dQ:%(Cé’—Q)dt

Q -1
@—ce) ~ rc™

/T(Ql_lcg)dQ’—/ot;édt

n(Q2CE) -~
Qo—CE) ~ RC
C;Q:e%

Qt) = C€ (1 _ el%>

La charge du condensateur croit strictement donc sa valeur maximale est sa valeur limite
quand t — 00 : Qmaz = limy_00 Q(t) = CE. Alnsi :

t()_gg = —RC 111(0.01) =—R

0.99CE = Q(to.g9) = CE (1 _ Qoe’ﬁé)'c”)

—t0.99

e rC =0.01
KeogL?
0

In(0.01) ~ 8.15-107 1 5

(b) On suppose maintenant que le condensateur a été chargé au maximum. A t = 0, on appuie
sur la touche du clavier de sorte que la distance entre les plaques diminue soudainement et
devient d = dy — A, avec A > 0. Montrer que le potentiel aux bornes du condensateur devient
(1 — A/dp)€ soudainement (a ¢ = 0).
Le changement de capacité du condensateur est soudain, donc la charge du condensateur
reste constante. En revanche comme la capacité change, c’est le potentiel & ses bornes qui
s’adapte instantanément. La charge initiale du condensateur est maximale, donc Q;,; = CE&,

on a donc :

Qim' = innal
C& = Cﬁnalvfinal
2 2

L L
Kegy—& = Keg—— ina
Eodog EOdo—AVf 1

A
Vima = |1— | &€
finel < do>

(29)
(30)

(31)

(32)

(c) En prenant (1 — A/dy)E comme condition initiale, dériver une expression pour |'évolution tem-
porelle du potentiel aux bornes du condensateur en supposant que A reste constant. En déduire
le courant i(t) qui circule dans le circuit.

En suivant le méme raisonnement qu’a la premiére question, avec la nouvelle capacité du

condensateur Cy = Clf;pq, et une condition ititiale Qo = C2V};pq obtient :



(f)

Q-CE\ -t
In <Qo—025> = "G, (33)

Q(t) = Co& + (Qo — C2E)e™n (34)

La tension est donnée par V(t) = Q(t)/C> donc :

V(t) =& + (Vfinal - 5)63%2 (36)
=£& (1 — joeR_Ctz> (37)
(38)

De ’équation du circuit on en déduit :

1

1) = (€= V(1) (39)
I(t) = fzi (40)

De combien faut-il appuyer la touche (donc quelle valeur de A) pour que I'ampoule s'allume ?

Le courant est une fonction strictement décroissante du temps, sa valeur maximale est donc
sa valeur initiale, I),q, = I4—p)- La touche s’allume donc si :

EA
I(t=0)===>02 a1
(t=0)=%4"> (41)
2
L L SRT (42)

&

Pour A = 0.2 mm, calculer I'énergie totale délivrée par la source de tension a partir du moment
oll on appuie.

L’énergie totale apportée par la source de tension est I'intégrale en fonction du temps de la
puissance de cet élément :

Ein = / Psource de tensiondt = / 6I(t)dt (43)
0 0
00 52 A ¢
= — —_eRChnaldt 44
| % (49)
2N -t |

= —RCﬁnalfd—OeRcﬁnal . (45)

A
= Cﬁnmg?j ~295-10710] (46)

0

Pour A = 0.2 mm, calculer I'énergie dissipée par I'ampoule & partir du moment ot on appuie.
Expliquer la différence entre les énergies trouvées en (e) et (f).

L’énergie dissipée par 'ampoule est I'intégrale en fonction du temps de la puissance dissipée



par cet élément :
9] oo
Eout, ampoule — / Pampouledt = / Vampoule-[(t)dt
0 0

:/ RI(t)*dt
0
00 52 A2 —ot

= — € RCfpal dt

o R &

Cﬁnal 52 AQ

2 d?

~59-107117J

(47)
(48)
(49)
(50)

(51)

(52)

La différence entre I’énergie apportée au syséme par la source de tension et celle dissipée par
I’ampoule est I’énergie qui va recharger le condensateur de sa tension juste aprés ’enfon-
cement de la touche, V = (1 — A/dy)E, a sa tension d’équilibre, quand t tend vers 'infini,
V = £. Cette différence d’énergie est donc positive et est stockée dans le condensateur.
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On considére une antenne d'émission d'ondes électro-
magnétiques composée d'un cadre conducteur rectan-
gulaire en cuivre (résistivité peyivre = 1.7x1078 Om)
de largeur a = 1 cm et de longeur [ > a (voir dessin).
Le fil en cuivre composant le cadre est un fil cylindrique
de rayon rg = 1 mm.

Indication : g9 = 8.85-10712 F/m, pug = 4m-10~7 N/A2,

(a)

Une antenne rectangulaire (25 points)

Calculer la résistance totale R de |'antenne en considérant uniquement les deux longs bouts de
fil du cadre (donc en négligeant les bouts de largeur a) connectés en série. Montrer qu'elle est
proportionnelle a la longueur [ de I'antenne, R = al et déterminer la valeur de la constante a.

En négligeant les cotés du rectangle de longueur a, il suffit de considérer les cotés de longueur
[. Chacun d’eux a une résistance de R; = peyivrel/ 712, Les deux cotés sont connectés en
série, ce qui signifie que la résistance totale de la boucle est 2R;. En utilisant la forme
R = al et en remplacant les valeurs numériques, nous obtenons :

2pcuivre
R = Hotire; _ o, (53)
1.7x 1078 g

Calculer la capacité C de I'antenne en considérant les deux longs bouts de fil du cadre comme
les deux conducteurs d'un condensateur (donc en négligeant les bouts de largeur a). Montrer
qu'elle est proportionnelle a la longueur [ de I'antenne, C' = Sl et déterminer la valeur de la
constante (3.

Pour déterminer la capacité entre les c6tés longs du rectangle, nous devons d’abord obtenir
le champ électrique généré par chacun d’eux lorsqu’il est chargé d’une certaine charge ¢q. En
supposant que les fils soient suffisamment longs pour négliger le champ a leurs extrémités,
nous pouvons utiliser la loi de Gauss pour trouver le champ produit par un seul fil (en
considérant un cylindre de rayon x autour de lui) :

2nxlE = 2; (55)
€0
q
E= .
2megxl (56)

La chute correspondante du potentiel entre les fils est alors obtenue en intégrant ce champ :

AV:/ Edr = —2 ln<a_r>. (57)

2mepl T

En prenant en compte le fait que chaque cété long produit son propre champ, la chute de
tension totale est doublée. Finalement, nous pouvons écrire I’expression finale de la capacité.

q megl
= = l'
2AV ln(%) AL
mep  8.854x 107 12x
a=ry 10-2-10-3
ln( T ) 1n<107,3>

C:

(58)

B = =13 x 107" F/m; (59)




()

Calculer I'auto-inductance L de I'antenne en considérant un courant qui circule dans le cadre
et en évaluant le flux magnétique a travers le cadre. Montrer qu'elle est proportionnelle a la
longueur [ de I'antenne, L = ~l et déterminer la constante ~.

Pour déterminer I’auto-inductance du cadre, nous devons supposer qu’il transporte le cou-
rant I et trouver le flux magnétique généré par le cadre & travers lui. Pour ce faire, nous
pouvons a nouveau négliger les cotés courts du rectangle et supposer que les cotés longs
sont suffisamment longs pour que nous puissions utiliser la loi d’Ampére en considérant un
cercle de rayon x autour du fil du coté long. En effet par symétrie cylindrique le champ
B créé par un courant circulant dant ce fil est invariant en 6 et z (avec z la corrdonnée le
long du fil) et il est orienté selon €y, donc B = B(r)éy. Ainsi, en appliquant le théoréme
d’Ampére sur un cercle C' de rayon r autour du fil on a :

21
/ Bl = / B(r)rdd = ol (60)
C 6=0
2nrB(r) = uol; (61)
_ pol,
B(r) = 5—; (62)

Le flux total de ce champ & travers le cadre est obtenu en intégrant cette valeur sur 'aire
du rectangle :

a—r l
B = / / B.db = / B(r)é.drdz=é, (63)
S, r z=0

cadre

a=r moll a—r
= — . 4
l/r Bdr o n< . > ; (64)

Une fois encore, le flux total est doublé car chaque c6té du rectangle produit un champ ma-
gnétique indépendant. Maintenant que nous avons trouvé le flux magnétique, nous pouvons
enfin trouver ’auto-inductance :

205 ol a—r
L="XF -2 = 9l; 65
7 - n( . ) " (65)
po., (a—r 4 x 1077 /1072 —-1073 7
’yzﬂ_ln( . ): - In 103 =88 x10"'H/m (66)

A I'un des bouts de I'antenne on connecte une source de tension AC avec une certaine fréquence
angulaire w. On néglige la résistance de I'antenne et on modélise le systéme comme un circuit
LC avec une source de tension, un condensateur et une bobine connectés tous en paralléle.
Calculer I'impédance équivalente du systéme. Exprimer la fréquence angulaire de résonance wy
de ce systéme en fonction de I.

Sachant que I'impédance de la capacité Z¢c = 1/iwC' et que 'impédance de I'inductance est
Z1, = iwlL, nous pouvons écrire 'impédance totale du systéme comme :

_ Zezy _ §_ iwL_iwkln(%T)
Zo+ 7, ﬁ +iwl 1—w?LC 1 — w2pugepl?’



La fréquence de résonance est donc :

Lo L ¢ (68)
VILC el 1

wo =

On ajuste la fréquence angulaire de la source AC & w = wyp. Quelle doit étre la longueur [ de
I'antenne pour que |'onde émise soit une onde radio de fréquence f = 80 MHz?

Cc

_w% _ C .
f= 2 2xl’ (69)
La longueur de ’antenne doit donc étre de :
3 x 108
¢ . — 0.6 m. (70)

| = =
2rf 27 -80 x 106

On suppose que I'antenne produit une onde radio de fréquence f = 80 MHz et qui se propage
dans |'air (considéré comme le vide). On place un bout de fil droit de longueur d =1 m a une
certaine distance D > d de I'antenne et aligné avec la direction de propagation de I'onde. A
cette distance D, I'amplitude du champ électrique de I'onde est de 5 V/m et on considére |'onde
comme une onde plane sinusoidale. On suppose que le bout de fil est traversé par un courant
constant 7 = 10 A. Calculer I'expression de la force totale sur le fil en fonction du temps et
donner sa valeur maximale.

Indication : on rappelle la formule trigonométrique cos(a — b) — cos(a + b) = 2sin(a) sin(b).

Le champ magnétique de 'onde est perpendiculaire a sa direction de propagation et par
conséquent, au fil. Ainsi, nous pouvons écrire la force agissant sur un morceau de fil :

2
dF = iBdx = iBysin(kz — wt)dx = iBy sin<;x - 27rft> dx; (71)

Ici A = ¢/f est la longueur d’onde de l'onde. En prenant en compte le fait que pour les
ondes électromagnétiques les amplitudes des champs sont connectées comme By = Ey/c, et
en intégrant sur le fil :

d 2 Ep A 2
F= z/ By sin <)7\r:c - 27rft> de = —i2 2 [cos (;\Td — wt> — €oS (—wt)] (72)
0

c 2m
] [cos <wt — 27;d) — cos (wt)] (73)
ik wd wd wd 7wd
=— [Cos<wt—)\—)\>—cos(wt—)\+/\>] (74)
_ 2iEy wd\ . d
= ——_—sin ()\> sin (wt )\> (75)
(76)

L’amplitude de la force est donc :

E
Frap = 2022 sin(%d) — 1.5 % 107N. (77)

w
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4 Modélisation d’'un mirage (25 points)

On souhaite modéliser un mirage observé par une personne se trouvant sur une route. On considére
un rayon de lumiére bleue (voir dessin) de longueur d'onde A\ = 470 nm traversant différentes couches
de I'atmosphére sans perdre d'intensité. Pour simplifier on considére trois couches avec indices de
réfraction n; = 1.02, ny = 1.01 et ng = 1.0001. On suppose que le rayon se trouve dans la couche
supérieure d'indice n1 et arrive d l'interface avec la couche du milieu d'indice ns avec un angle
61 = 80° par rapport a la normale a l'interface. Le rayon arrive finalement sur les yeux de la personne
(3 une hauteur H = 2 m) avec une intensité de 500 W/m?. Les couches inférieures ont des épaisseurs
ho et hg telles que ho + hy = H.

Indication : g = 8.85- 1072 F/m, pp = 47 - 107 N/AZ.

y
I n3 |p,

z * route

(a) Calculer les angles décrivant la déviation du rayon a chaque interface et dessiner la trajectoire
du rayon.

A Dinterface entre les couches 1 et 2, 'angle de réfraction 6y est donné par la relation

n1sin6; = no sin 6o, (78)
et on en déduit
0, = sin”! (”1 sin 91> = 84.02°. (79)
no

A l'interface entre les couches 2 et 3, 'angle d’incidence du rayon par rapport & la normale
est f2. On remarque que 6y > 6., avec

n

0, = sin~' = = 81.97° (80)

n2
I’angle critique pour la réfraction. Ainsi, il y a réflexion totale du rayon & l'interface entre
les couches 2 et 3 avec un angle 05 par rapport & la normale. Le trajet du rayon lumineux
est représenté sur la figure suivante.

11



(b)

LT

n, h2
H
y
J} . h3
z x route

Que vaut la distance entre la personne observant ce rayon lumineux et la position apparente du
mirage (c'est a dire I'origine apparente du rayon) sur la route ?

La distance D entre ’observateur et ’origine apparent du rayon sur la route est obtenue en
prolongeant le rayon lumineux arrivant sur les yeux de 'observateur. Le rayon est incliné
d’un angle 90° — Ay par rapport a la route et arrive au niveau des yeux de la personne a
une hauteur H. On en déduit la relation

tan (/2 — 69) =

Sl

) (81)
ce qui permet d’exprimer

D = H/tan(n/2 — 03) = 19.1 m. (82)

Que vaut I'amplitude du champ électrique et magnétique et a quelle fréquence oscillent les
champs?

L’intensité S du rayon lumineux, définie comme la moyenne temporelle du vecteur de Poyn-
ting S sur une période, est donnée par

= 1

avec Fg 'amplitude du champ électrique. On peut ainsi exprimer les amplitudes des champs

électrique et magnétique,
|28
Ey=4/— (84)
gopc

By =125 28 (85)
c\ egc c

respectivement. L’application numérique donne Fy = 613.7 V/m et By = 2.05x 1075 T. La

et

fréquence d’oscillation de ces champs est obtenue avec la relation f = § = % = 638
THz.

Est-ce que la lumiére est polarisée en arrivant sur la personne ? Si oui, quelle est la direction du
champ électrique et pourquoi?

La lumiére parvenant & ’observateur est polarisée. Cette polarisation est due & la réflexion
du rayon a l'interface entre les couches 2 et 3. La lumiére est polarisée dans le plan paralléle
a l'interface, c’est-a-dire le plan zz. La direction du champ électrique est perpendiculaire a

12



la direction de propagation et dans le plan paralléle & Uinterface, donc le champ électrique
est selon la direction z.

Quelle est la force exercée par I'onde sur les yeux de la personne si ceux-ci ont une surface de
2 cm? ? On suppose que la lumiére est parfaitement absorbée et que le rayon arrive perpendicu-
lairement & la surface des yeux.

La force due & la pression de radiation qui s’exerce sur les yeux de ’observateur dans le cas
d’une absorption parfaite est donnée par

Frad - pradAv (86)

avec prqqg = S/c la pression de radiation et A la surface des yeux. L’application numérique
donne Fl,q = 3.34 x 10710 N.

On considére un deuxiéme rayon de méme longueur d'onde et d'angle d'incidence 6; arrivant
depuis le haut directement sur les yeux de la personne. Trouver une expression des valeurs
possibles de |'épaisseur hy de la couche 2 pour qu'il y ait, en tout temps, une interférence
destructive avec l'autre rayon a la position des yeux. On supposera que les deux rayons sont
initialement en phase lorsqu'ils atteignent y = H depuis le haut, et que lors d'une réflexion la
phase de I'onde augmente de 7.

La différence de trajet entre le rayon réfléchi et le rayon arrivant directement dans les yeux

est
2hs

cosfy

AL = (87)

La différence de phase totale entre les 2 rayons, en prenant en compte I’augmentation de

phase 7 liée a la réflexion est

2kho
cos 0y

Ap=kAL+ 7= (88)
avec k = 2m/Ag le vecteur d’onde. L’onde se propage dans le milieu d’indice ng > 1, sa
longueur d’onde est par conséquent modifiée et vaut \g = A/ng = 465nm. La condition
pour avoir une interférence destructive est A¢ = (2p + 1)m avec p un entier. En imposant

cette condition, on a
2kho

cos 0

+7m=2p+1)m. (89)
On en déduit la condition pour I’épaisseur ho :

__ pmcosfy  pAcosts
N k - 277,2 ’

ho (90)

avec p un entier strictement positif.
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