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1 - Introduction.

X-1. Introduction. Du systéme de points au solide indéformable.
Un solide indéformable peut avoir un mouvement
— de translation

— de rotation

Il va falloir mettre de nouveaux concepts en place pour le mouvement de
rotation !
=ore s
=07 7
% Trajectoire parabolique K
% du centre de gravité

7 2 %
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2 - Centre de masse et lois de Newton
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2 - Centre de masse et lois de Newton :

centre de masse

m;

—Eh’

cpo?

d
oh:"’

Dr. Yves Revaz

2 - Centre de masse et lois de Newton
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2 - Centre de masse et lois de Newton

2 - Centre de masse et lois de Newton :

moment cinétique ¢
"
. Lo = Y:‘ X wAar
-7 J:;'-' Zl:;": ZQ*”“;:
AF) 4.
i L—; L ((F x &)dwm = f(wr?x o)f(.?) dv
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2 - Centre de masse et lois de Newton

2 - Centre de masse et lois de Newton : 3
moment de force
- no = Y-? X Zr"
* i - =
_‘r{- H, = Z r x F =
v - ot fi
")
- . = ok
Ne = ﬁo
59\.0‘-(.
- b a
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2 - Centre de masse et lois de Newton

2 - Centre de masse et lois de Newton :
moment de force et théoreme du moment cinétique

—

@ é L: = {1 o
dt
R J L - 9 -k WA
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2 - Centre de masse et lois de Newton

Quantité de mouvement et 2eme Loi de Newton pour un solide :
'Btot — MVG

Y Eot = Mg

-

Moment cinétique et théoréme du moment cinétique pour un solide

G Zo:/?xdmm) )
74
. dlo
Mext —
vng o dt J

Important dans tous les cas : le poids s’applique au centre de masse.
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2 - Centre de masse et lois de Newton

Détermination du centre de masse d’un solide
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2 - Centre de masse et lois de Newton
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X. Dynamique du solide indéformable 2 - Centre de masse et lois de Newton

Superposition de deux solides :

-

m’, W, 064 + Lol O-a;

0
o
"

W, A e

2
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X. Dynamique du solide indéformable 2 - Centre de masse et lois de Newton
solide a trou - , @©
™M, A" ™,
ot . 06 o,
-~ 02 N+ Gy, @‘1 o
OGQ_ il = ————
N4 wm "2
Ny -
iR IEEEFS AR ARRRRN MR

Chercher le c.d.m. entre le solide sans trou et un "trou" de masse négative
égale a la masse enlevée au solide.
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3 - Statique
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3 - Statique
3 - Statique ‘R Pt = Mag -
Le

Les conditions sont alors :

- . , :
Exemple : poutre (nopp homogene !) de masse m sur 2 supports. Determiner les
forces Fa en A et Fglen B exercées par les supports

Fa G sfa Fo=- Fo ="
o - _
& ! AR =
Y
oc , 5—1—-—
X2
D 2 lov o Nk  F¥=o Fp + Fg + g =0
F - = wm
o A 4—‘-'3 o)
@ M =0
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3 - Statique
- - ~ -~ - - - -
Aosfy = OhxFp & OBxFg 4+ o6 xwi - o
=0
— (xa + 9('1_) 3"; X I:'; 'é;_ ¥ DC,‘ e; X ('wj) e:} = ©
= (‘90,.39:,,) Fr; (_il‘b) + XAy ;’é = ©
(:x‘,.a-wq_) ‘l"-rs = ot W‘D
al
(19
T:rz> = Ha 2 |_ _l
o4 4 A
Xo i
Fap= mg——
X+ Xo
X
FB: ,—ng—,D
X1 + Xo
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4 - Energie (cinétique) de rotation
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4 - Energie (cinétique) de rotation

4 - Energie (cinétique) de rotation
B w e e,
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4 - Energie (cinétique) de rotation

(A

E 0= tw?l

2
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I = g{ $07) R(F) df‘ NN
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4 - Energie (cinétique) de rotation

= ] VL -~
, , o*“ = g‘. L“O =
En résumeé : —_—

Avec I, moment d’inertie du solide par rapport a I'axe (Oz)

l, = /VOI é‘;p(r)d?
/4

EC.r = 12;1 E'l- W/I?
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5 - Moment d’inertie d’un solide
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe :

cas de 2 masses

L S

§lx)

Dr. Yves Revaz

I, = ff(c) RYF) dv
{
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Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe :

cas d’un cylindre infiniment mince

Dr. Yves Revaz

5 - Moment d’inertie d’un solide

2 dwmR®

MRt

——

S duw =1
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe :
cas d’une tige infiniment mince
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Moment d’inertie de solides usuels
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Théoreme de Steiner :

Si on a deux axes paralléles (Oz) et (Gz) distants de a, avec G centre de
masse. Si /g, est le moment d’inertie par rapport a (Gz) alors .

lo; = lg; + m32

——

lo, moment d’inertie par rapport a (Oz)

%qb £
2.
/Q 2
G | |
+ <D

o

oe

. IGJ'
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Théoreme de Steiner :
exemple d’une tige infiniment mince

2
- o T
Lor = laz 5
G
2
o . = el o+ w2
2 4
- L wm?® + 3.0t
e 3
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Solides composés et solides a trous
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5 - Moment d’inertie d’un solide

cbl,\..lug crenX , mas H ,md.hn

revle saus glisser

Sy, -

L2 ]
7 'Us,rs b 'oa =
2
7 w; 4 o Comsarim Mg
w" :
Fe 4
E”IA = G“\B
A 4 A R 3
E‘P b e EC.“ B E: 4 c-«=¢|- : ec,r
o — I
H.Slﬂ = C + 21'1 Ga + E. Wz IQ‘
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5 - Moment d’inertie d’un solide

Application J \
) o
Bho- e ‘
2 2 -
R LE R ( Pac U= Rw
k" —
W= gl
3 ‘lb C.‘SJ'- l‘omcdﬁ\n
Yent = {3‘" Uy = Uegh Yaq © 1;_”'?2
I ——
( . 1
Hen = LA o isz’%l
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6 - Moment cinétique d'un solide
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6 - Moment cinétique d'un solide

6 - Moment cinétique d’un solide.

Rappel : quantité de mouvement et 2eme Loi de Newton pour un solide :

13 tot — MVG
Y P = Mag

Moment cinétique et théoreme du moment cinétique pour un solide

Io— / 7 x dmv(7)
4

dr
ext _ Y=0O
Mo’ = dt
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6 - Moment cinétique d'un solide

Soit un solide en rotation autour d’un axe passant par G. On place I'axe (Gz)
de maniere que ce soit I'axe de rotation. Le vecteur rotation est alors

R AL = ¢ x dud e | v

c=rce,
- - , )
< = Rw e‘_f = YSawE W Q(F

oL -.-J,(re: x rg;qewe:‘r )

= dw rsn O w (- ee)

-

E: —S Aw T‘tf\‘\.e w Qe

r = "'(9":9;})
€ =6(> 5.3)

eﬁ' = e—G(Drrtji‘q )
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6 - Moment cinétique d'un solide

Cas simple : "haltere" en rotation, dont la tige a une masse négligeable.

v T

Dr. Yves Revaz

S'SP-J

) ~(1)
= L
G LG
= \::' x m

— wmrtSin€ w €

= Fox ow dq 2% - "
= - X, x w(-a,)
= [0) - -unr\s“\ncwez
G
—2wmyrisne w é';. H= 2w

-Metswb wég
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6 - Moment cinétique d'un solide

—

Lo = L:(‘) 3 che

T\n A W10 mn b ci\ne,-L’S.-..n.

~ ol —-r
n;} = g(_Lo F o
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6 - Moment cinétique d'un solide

En général, le moment cinétique n'est pas paralléle a I'axe de rotation. Sauf si |l

. " , . - 2
y a une certaine symeétrie dans la répartition de la masse : + L= mR
- +
L, = Lc L, @
- '\“ -
- ""Z({Z M\P'?S'\'\‘I‘UJ )26 * eq_
= —uwmeiSm6w (e} . é:)
L ———
= UmriSh@ we -Swg
= MeRY*w e
C I 3
G Io} w @y

Dans certains cas Lg//@. Alors : Lg = Ig,&0

37/ 54

Dr. Yves Revaz



=PFL
6 - Moment cinétique d'un solide

Exemples de cas symétriques (solides usuels) :

A
b !
c 6
o+
- o s
§t° = 0 -y N
L, = Lw

axes ?ﬂ"""?"“"( A'iverkic

Tous Solide (,.ssé‘.o!a o moiuy S aaxes fﬁwcl' e X ol'auechg
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6 - Moment cinétique d'un solide

Exemple :)Poulie (disque plein homogeéne) fixée a un axe
Lty
: (¥

ﬁ‘h“.\ o l-u-rs ¢
lomd,m M o comdle derevice

74"( Sevrs lo\

o0 pas de Wi b vem b

Foras H5 ) T, N
2" lov o Ve - M§+f+)t;b=”a-;=o
o du woal} civé’,k’s\_ Vo= nf) W

ol I A <6

Dr. Yves Revaz 39/ 58



EPFL

6 - Moment cinétique d'un solide

Nowsl e frve (v rop a &

Ficr: szﬂj *52*134-(;:& L

= e X T = RQ:._, A(-Teﬁz)
T T QT <.
. = .e
“OW\%L Cl.'lﬂ.-;L-rM rr r-..{.r, o G s
- . {
~ = I & = Lldet v =-T
Al _ 2, o | [
ac = L% ERENE! T -Ia;v
Th. i wmonl c:«--.:l.:?._~ “g F &{L“ ;iTsZ L “‘92
——
7 T -
w = - -
H‘z W(}-) —&'t
= eV .t I ¢t L=-60)-R L=IQ
o) P ¢ mz& ~
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7 - Solide qui roule
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7 - Solide qui roule

7 - Solide qui roule

Problématique

X

'_{;‘H O_’LA

£

b ?oluL o v-.hsh \Au"-c

'

-y >
Lkz_ow

Ao <s)l 0n oxe pn‘c:‘»-' ol l-°\n1.v-L+~0.

[T
'x ¢ G
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7 - Solide qui roule

-t w9

G : C.o‘-\m

poul & s v wolle

O
A: Pl, Je CCV‘L"&)‘
ru—L E.:.:ﬁ“e VA e mu“&

A~ ® =
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7 - Solide qui roule

Parfois, on souhaite utiliser un point non fixe pour étudier le mouvement.

w -
pe = k0 +OP
L:‘ s j NP x dw O (F)
v
Lﬁﬂ = AB XJC:V"‘ oh“‘) +
= r\_;'-l.‘.- —
Cp = PO x 1;"’ + L,

Dr. Yves Revaz

olrc : Tet
T P
drﬂ | gﬂw\ o
;'-t' S 1} -

7. n L -
= fﬂox ow & () + foPadm U (P)
v

e —— U

—

\-°

L

o
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7 - Solide qui roule

e
—_—

L ~ --OR x ?M + Lo

ol

G . —d0hxP™ —ohx g v fb
Jd¢ ot

olt dit
. Gt —Ghx ZFY o+ sz
- o - A‘ btk ,‘_b}‘
= -,0,{4)*!'1-0‘1(&) +h0 xS FY » S of x /

- Go(8)> HU(C) +5hox ™ + T of x FY

.-_—__--""h--’-—-—____—l

~ Arg (8) » r‘l(};(a) P LA i

—
-

Lo

(h = ~ @) HO(e) +  ZH
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7 - Solide qui roule

$EHte S LI =
JE-LA A () H Uy (6) o ﬂﬁ
i
. T G Py
o (A) > Ja(¢) = o «—- “a
A -

o ) [ u(6)
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Peut-on utiliser : Ly = In&?

Iﬁ arxe en‘n&fr-' ol‘t'“ﬁl‘"t

" n

. % = ?o\'n]' a ks
nulle  om So\:‘&h
(\c Sol i o o.ul-w...ob)\‘)

I6 Gxa POV ‘:«A Oll\.MrLr‘
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7 - Solide qui roule
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7 - Solide qui roule

Oui, si (G, x, y, z) sont axes principaux d’'inertie et si O appartient a un axe
principal d’inertie.

Dans ce cas, pour une rotation autour de (Oz) :

W= weyetlo = lp,.
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7 - Solide qui roule

Explication intuitive :

-

L'Z\:‘;xwﬂ;‘: (
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7 - Solide qui roule

En résumé :
Pour pouvoir utiliser
= dLA

Vi =ar

Il faut que A

» soit fixe dans le référentiel

» OU confondu avec le c.d.m.

» OU se déplace a une vitesse colinéaire a celle du c.d.m.
Pour pouvoir calculer L4 avec Lg = 14,3, il faut que (Az)

» soit un axe principal d’inertie

» ET que A= G OU A est un point du solide a vitesse nulle.

Dr. Yves Revaz
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7 - Solide qui roule

Retour sur notre cylindre en rotation

jin}

Dr. Yves Revaz 51/ 58



=PrL

Comparaison translation / rotation

-

LA

T8

- -
Oy 0\6-
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7 - Solide qui roule
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8 - Tenseur d’'inertie (hors programme)
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8 - Tenseur d'inertie (hors prﬁ’gramme)
= £
L,= T, w l &

o

8 - Tenseur d’inertie (hors programme)
Cas ou I'axe de rotation passe par G, centre de masse :

En fait, de maniere générale :

avec : (. :)
[(y2+£2?)dm @ydm xzdm
I=| L [xy [(x2+2z%)dm  — (yzdp
~[yzdy  [(E+yF)am

xzd

| est le tenseur d’inertie, il dépend de l'origine et des axes choisis.
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8 - Tenseur d’inertie (hors programme)

Tenseur d’inertie : choix des axes

. 92
U:\T
E L, Laa L., o 3w O\ /

s o
= o _ ] .
Tor Ton Iy | I'Z‘!W T L‘M
w 1
To, I3 Iy Lyqw n
> 2
I 4 w
I o 6 w, 1 ¢
- 11} x @
L = G Yo © Wy | = r@’
o oI wq
33 I32 uq_
x
- o -~
v,
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8 - Tenseur d’'inertie (hors programme)

8 - Tenseur d’inertie (hors programme)

| peut aussi s’écrire comme :

[(x®+y2 + z2)dm 0 0
I = 0 [(x®+ y?+ z%)dm 0
0 0 J(x2+ y?+ z)dm

[x2dm  — [ xydm — [ xzdm
—|—= [xydm [y?dm — [yzdm
— [ xzdm — [yzdm [ z%dm
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8 - Tenseur d’inertie (hors programme)

/
[+ z%)dm W@/ — [ xzdm
I=| —f=em  [(+2%)dm  —Lfzzdn
— [ xzdm —£zzdm  [(x*+4)dm

L. ®x, = FrSW¢ KRy T =BG

A
¢ g 54‘ = 0 I = ©
A-’t 1. = TcosF Ta = <~ Ccos

S.Q-Qo\m = Mmooty mrlegsd = 2 wrlces’p

“\

A

4 37 = 'z(r"s % 4 vl )= Lxtm (547t » @s?C)
S-x t lodm n 6) (____\/____

-
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8 - Tenseur d’inertie (hors programme)

[(y2+22)dm  — [ xydm — [ xzdm
I=| —[xydm  [(x*+2%)dm  — [yzdm
— [ xzdm — [yzdm  [(x*+ y?)dm
-t L v Gs?@ O = 2wy CasfSn~G o
L i o Quar ™t (o] o |=
—~ ¥ CaSZSw (o) 2|-Y?S'n1ﬂ w
“ P}
-~ — CoSF L f
L - le r'?'St\nG ( (- ) X

e Sw &
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