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1. Oscillations libres non amorties

1. Oscillations libres non amorties

Une masse m glisse sans frottements sur un axe horizontal. Elle est retenue
par un ressort de raideur k et de longueur au repos Iy fixé a son autre
extrémité.

On tire la masse vers la droite et a t = 0 on la lache sans vitesse initiale.
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1. Oscillations libres non amorties
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1. Oscillations libres non amorties
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1. Oscillations libres non amorties

Avec les conditions initiales l’w"""H"

o)) = B cos(N}4) + RS

OC(L) = - AS‘iﬂ(R,l)J?
X(F=0) = |A = ¢,
x(r=2)= R8N, = o B=-o
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1. Oscillations libres non amorties
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1. Oscillations libres non amorties

Allure des courbes x(t), v(t), et a(t).
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1. Oscillations libres non amorties

Allure des courbes x(t), v(t), et a(t).
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9 Z
X 1. Oscillations libres non amorties
o0

Autre exemple d’oscillateur : le pendule simple
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1. Oscillations libres non amorties
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1. Oscillations libres non amorties
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2. Oscillateurs non amortis et énergie

2. Oscillateurs non amortis et énergie

= — 3N Si~(NL) @;'z -k
wa
— T <t S 1 1
£, = im(eco Sin (J)o)-)) + Lk (gt cos?(2.})
1
4 z e a | 1 £ "w()
- !ZM(QP‘, X S (_p,L)) 1 ] k 5! CaS CJ},J) Swl))
»*
= kol (Sih"(n L) + cosi(w 1)) ’ ——
2 e y v
—— h\
e fu : —F—
'\\-J{‘:. cb-l-cwrs

Dr. Yves Revaz 14/ 50



cPrL
2. Oscillateurs non amortis et énergie
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2. Oscillateurs non amortis et énergie

> < \_j
Oscillateur quelconque /N
Cas a 1 dimension, pour une force qui dérive d’'un potentiel :
dE, - .
F: __,D “’ s\ wx
dx ',:,_ - e
FrRe gy
£f:,-.. (.
— - dX ‘:’—’if’(:o)

C’est une autre moyen d’obtenir I'équation différentielle.

Pour avoir des oscillations, il faut étre autour d’'un minimum de E,.
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2. Oscillateurs non amortis et énergie

Oscillateurs harmoniques Lpl(x)

Pour que l'oscillateur soit harmonique, il faut et il suffit que :

= A(x — X0)® + Epo Spo -
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2. Oscillateurs non amortis et énergie

7

Exemple : pendule simple E(=) ©
=) —_

QP(W) =

E"(’“) =1 D & x¢ = :4_5 DC?' == os::llaLeuv \nc.vw.sh.'(.\..\
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2. Oscillateurs non amortis et énergie
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3. Oscillations amorties

3. Oscillations amorties

On considéere un oscillateur harmonique, qui subit un frottement visqueux en
régime laminaire.

7 m

é—m Force de frottement
/ visqueux K

/ ; 7

é 9 ‘e—f-n—n I:;———-———f _ _‘b v

% _WV\/ avec V vitesse
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3. Oscillations amorties
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3. Oscillations amorties

e”® = coi(€) * vsw(6)
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3. Oscillations amorties
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3. Oscillations amorties
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3. Oscillations amorties
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3. Oscillations amorties

W
<
X+2yx+Q5x =0 |\

Si |y < Q) |les solutions sont du type
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v > g

3. Oscillations amorties
les solutions sont du type

O

[

x(t) = AeM! + Be'?!
avec A4 et A, racines de I'’équation du second degré en A
A2+ 290+ 05 =0
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3. Oscillations amorties
les solutions sont du type /
4
x(t) = (A+ Bz‘)e_w

A

On remarque que —y est racine double de I'équation du second degré en

10

08

A2 4290 +92 =0

e
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It 5 0 5
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4. Oscillations forcées

t Yyfe

™ N L~ o~
4. Oscillations forcées [ =

On applique au systeme une force qui a une forme sinusoidale :

Fe = Focos(wet) Fe = Fo colfuet) ¢,

A
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4. Oscillations forcées
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4. Oscillations forcées
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre. Ce
second membre est une fonction du temps.

X + 2% + Qfx = £(t)

—_—
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4. Oscillations forcées
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre. Ce
second membre est une fonction du temps.

X + 2% + Qfx = £(t)

La méthode pour résoudre cette équation est de chercher :

1 — La solution générale de I'équation sans 2éme membre (donc avec les
constantes d’intégration : x»(t)
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4. Oscillations forcées

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre. Ce
second membre est une fonction du temps.

X + 2% + Qfx = £(t)

La méthode pour résoudre cette équation est de chercher :

1 — La solution générale de I'équation sans 2éme membre (donc avec les
constantes d’intégration : x»(t)

2 — Une solution particuliere de I'équation avec 2éme membre (sans constante
d’intégration) : xq ()
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4. Oscillations forcées

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre. Ce
second membre est une fonction du temps.

X + 2% + Qfx = £(t)

La méthode pour résoudre cette équation est de chercher :

1 — La solution générale de I'équation sans 2éme membre (donc avec les
constantes d’intégration : x»(t)

2 — Une solution particuliere de I'équation avec 2éme membre (sans constante
d’intégration) : xq ()

La solution générale de I'’équation avec second membre sera :
x(1) = xi () + xe(t)

Dr. Yves Revaz 33/ 50
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4. Oscillations forcées

Ak .
x,c0) = At L™t

.)a] JA'{ S'H dﬂ- 1"6[([".
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4. Oscillations forcées

En observant le systéme (expérience) sur des échelles de temps longues,
nous pouvons déduire les propriétés de x(t) et donc de x; (t).

Caractéristiques de x1(t) :

¢ Sin(we-¢)
> x;(t) oscillatoire de pulsation we XaMA Cos(we t)
» I'amplitude de x1(t) dépend de we ot4(k) ~  Col(Wel) - A(we)

> xq(t) est déphasé par rapport a I'exitation o 0t)  ~  cosfwb + (we)

> le déphasage de x1(t) dépend de we

2, (F) = A(we) cos(we-€ v Pp(uwe))
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4. Oscillations forcées

Nous allons donc supposer que cette solution particuliere x; (t) est :
x1(t) = A(we) cos(wet + ¢(we))

et qu’elle est solution de X + 27X + Q3x = fycos(wet) avec
fo = Fo/m

Dr. Yves Revaz 36/ 50



4. Oscillations forcées

Nous allons donc supposer que cette solution particuliere x; (t) est :
x1(t) = A(we) cos(wet + ¢(we))

et qu’elle est solution de X + 27X + Q3x = fycos(wet) avec

fo = Fo/m

Passons en notation complexe

6

ae"’ = acosf + iasin

Dr. Yves Revaz 36/ 50



4. Oscillations forcées

Nous allons donc supposer que cette solution particuliere x; (t) est :

x1(t) = A(we) cos(wet + @(we)) cosrwl) o o'F

et quelle est solution de X + 27X + Ofx = fycos(wet) avec
fo=Fy/m - —

. 2= a +h
Passons en notation complexe

6

ae"’ = acosf +Jiasin6

En notation complexe, I'équation différentiell§ devient :

X+ 2yx + Qi x =(fy /!

(1) = Awelg @)

et '’équation pariculiere :

Dr. Yves Revaz 36/ 50
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4. Oscillations forcées
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4. Oscillations forcées

x1(t) = A(we)e'@ett9)  solutionde: X+ 27+ Q8x = f el 22
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p- V 4. Oscillations forcées
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4. Oscillations forcées
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4. Oscillations forcées
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4. Oscillations forcées

Au final, de retour dans le monde réel :

x1(t) = A(we) cos(wet + @(we)) est bien une solution particuliere, avec
- — ——

-—

f
V(@3 — 03)2 + 49202
0f — w? —2
cos ¢ = (63 — we) sing = 1%
V(@8 — 03)2 + 492w V(@8 — 03)2 + 47202
2ywp
tan @ = avec, ¢ € [—m,0]

2_ ()2
ws — OF

Dr. Yves Revaz 42/ 50



m
U
1
r

4. Oscillations forcées

Résumé :
On applique au systéeme de masse m une force qui a une forme sinusoidale :

Fe = Fgcos(wet)

X+ 2% + Q5x = (Fy/m) cos(wet)
La solution générale est la somme de x; et
X2

xo solution de X + 2yx + Q5x = 0 tend
toujours vers 0!

A

en régime permanent il reste x; (t) = Acos(wet + q)) f:,;:,_;
Fo/m 2yw
A(we) = tan(¢) = r;)? o€ [7,0]
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4. Oscillations forcées

Etablissement du régime permanent
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4. Oscillations forcées

Analyse du régime permanent x; (1) = A(we) cos(wet + ¢(we))

3kgls A y 0o —— by=3kgl/s

10

—— by=5kgls —— by=5kg/s

—— by=10kg/s 05 —— b;=10kg/s

—— b;=30kg/s —— by=30kg/s

—— b;=80kg/s —— b;=80kg/s
06

-
04 =20
02 =25
o o
73;-
0.0 b d
] =] | | . A

RO
Amplitude e!! ephasage en fontion de w, pour différents frottements.
[
N
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4. Oscillations forcées

Analyse de la fonction A(w,)

Fo/m 1] Fo//m
Alwe) = 02/ -
— (@3- 08?2 + 492w V3o
5(we):~ (Wez__no't)’l. i L(Yzwe'z.
2
< '. /
= q:ﬁ [ Wet -t + '?_Y\"‘:S = o é Q -
w = R, =2
N : ¢
4) Wt > 2yt — 4 s veele We = |&,"~zr‘

~_ 0 Solob ean
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4. Oscillations forcées

b A “an(.? = ’zng
Wel-pn
f A
e e R
i 1 $=fm )
1 s
| 5 -
We

A(a]e) — Amax pOUI’ Wres = \/ QS - 2’)/2

Si v > Q5 /2il n'y a pas de résonance.
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4. Oscillations forcées

Résumé sur les pulsations :

)y est la pulsation propre du systeme, soit la pulsation des oscillation si il n'y a ni
amortissement ni forgage.

w = N/Qg — 2 est la pseudo-pulsation du systéme avec amortissement, mais non
forcé, quand I'amortissement est sous-critique.

we est la pulsation d’excitation : une pulsation imposée par I'utilisateur dans le cas
d’un osclliateur forcé.

Wres = 1 /Qg — 272 est la pulsation de résonnance : une valeur particuliére de we

pour laquelle la réponse du systéme a une amplitude maximale en régime
permanent.

Période = 27t /pulsation et fréquence = 1/période
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4. Oscillations forcées

Facteur de qualité

On définit le facteur de qualité
(g

=2

Une analyse dimensionnelle montre que Q est sans dimension.
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4. Oscillations forcées

Amplitude maximale Amax

Amax = A(wres) =

SiQ>1,Anax =~ A(0)Q
Plus Q est grand plus Amax est grand.

Q donne directement une mesure de la "qualité" de la résonance.
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