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1 - Référentiel ; Repére

Cinématique : description des mouvements. Nous aurons besoins de
références pour décrire mathématiquement les mouvements.

Référentiel : systéeme de référence par rapport auquel on mesure le
mouvement.

Origine du référentiel : un point particulier fixe dans le référentiel par
rapport auquel on définira la position d’un objet.

Repere : systémes de vecteurs unitaires formant un triedre orthonormé
direct, par exemple (&, &y, &;) qui sert a décomposer
mathématiquement le mouvement.

Attention! : (i) Le triedre orthonormé direct n’est pas forcément fixe
dans le référentiel (coord. cylindrique, sphériques). (i) Dans un méme
référentiel, on peut avoir plusieurs reperes.
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1 - Référentiel ; Repére

Cinématique : description des mouvements. Nous aurons besoins de
références pour décrire mathématiquement les mouvements.

Référentiel : systéeme de référence par rapport auquel on mesure le
mouvement.

Origine du référentiel : un point particulier fixe dans le référentiel par
rapport auquel on définira la position d’un objet.

Repere : systémes de vecteurs unitaires formant un triedre orthonormé
direct, par exemple (&, &y, &;) qui sert a décomposer
mathématiquement le mouvement.

Attention! : (i) Le triedre orthonormé direct n’est pas forcément fixe
dans le référentiel (coord. cylindrique, sphériques). (i) Dans un méme
référentiel, on peut avoir plusieurs reperes.

Coordonnées : Ensemble des grandeurs qui permettent de repérer la
position d’'un point. Exemple : coordonnées cartésiennes ; coordonnées
sphériques ; coordonnées GPS...
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération

| - 2 Trajectoire, vitesse, accélération

Pour l'instant, I'objet étudié est considéré comme un point matériel
P.

But : Décrire le mouvement de cet objet. Plus tard, prédire sa
position.

Nous utiliserons pour ce faire sa position, sa vitesse et son
accélération, mais aussi sa trajectoire.

La trajectoire est 'ensemble des points de I'espace par les quels
passe cet objet (point) au cours du temps.

R PC+)
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération

La position se mesure par rapport a I'origine fixe du référentiel
(généralement O. On repére ce point par un vecteur position

F(t) = OP.
R = P, AT = C(R) -% (k)
A = E,- v,
Z = A
oy

at

Dr. Yves Revaz
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération

Vitesse instantanée
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Accélération instantanée

()

Dr. Yves Revaz

2 - Trajectoire, vitesse, accélération

T o(Frdl) -F(H
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération

Résume

position : 7(t) = OP

vitesse : V(t) = dr =7
; =5 =
ry 2 . — d\? N L2y
accélération : a(t) = G-V

La vitesse scalaire est la norme du vecteur vitesse, v = |V|

Laccélération scalaire est la norme du vecteur accélération

a=|a €)= a Y DG ¢

-

Dr. Yves Revaz
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération

Systéeme de coordonnées

Il faut maintenant faire le choix du systéme de coordonnées. Pour
chaque systéme de coordonnées, un repére permet d’obtenir les
composantes des vecteurs. Nous utiliserons uniquement des systemes
de coordonnées qui sont liés a un repere orthonormé direct.

Dans le cours (et dans la suite des études) :

coordonnées cartésiennes

coordonneées polaires

coordonnées curvilignes (repére de Frenet)
coordonnées cylindriques

coordonnées sphériques

vV v v v VY

(coordonnées elliptiques)
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cPFL 2 - Trajectoire, vitesse, accélération
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cPFL 3 - Coordonnées cartésiennes

3 - Coordonnées cartésiennes
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cPFL 3 - Coordonnées cartésiennes
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cPFL 3 - Coordonnées cartésiennes

Résumé
V=Xe+yeé +zé
é — Xex+yey+zez
X X X
r=1| vy v=1| vy a=1\1y
z 4 z
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cPFL 3 - Coordonnées cartésiennes
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cPFL 4 - Coordonnées polaires

4 - Coordonnées polaires
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4 - Coordonnées polaires

p=455

e
¢ =0.41rad
L 2

Dr. Yves Revaz
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4 - Coordonnées polaires
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cPFL 4 - Coordonnées polaires

Expression de 7, V, &, en fonction de p, ¢, &), &, &
- b P
v o= e P f
C = d ¢ = d 3 \: =op

< LA A A ) | ] / P
o b e, 4 £ ¢ € = £ l T

> = il_J = jt(g@} kj-(fe"f)

= jl;]'"fé‘f 4-3‘?5}1-5?@} b‘r‘f’é}
1= NEN) L b [ oy . y _om
= ;,if%-f(f*efkjﬁfefl-f'fqn-f% (ff‘? )

a = (f--f‘?z)-é} ;(zfci'-rf{r') 5:‘, = \ PP fe
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ePFL |- Cinématique 4 - Coordonnées polaires
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cPFL 4 - Coordonnées polaires

Résume

€ = Cosgext+singey

. + 8y = —singéy+cos¢é,

3 - 6,9

) Aot .

. G 5 = . - f

p € = P€y “lo

i: = 9% G f

i e

-4 g [0 3
= 0§ ft-2¢ «
V.= 08 te9ee
a = (p—p¢p°)é& + (0p+209)€,
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Exemple : mouvement circulaire uniforme

9 R = e
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cPFL 4 - Coordonnées polaires
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

5 - Coordonnées curviligne (repére de Frenet)
Cas général

Point de vue de 'automobiliste (point matériel) sur une route de
plaine (trajectoire).
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5 - Coordonnées curviligne

EPFL
S) - OJ’-’SSH Gurh'l{dl,l-u..
t‘- -
° S(t) ¢ [dr) = SChidr)-s0) < ds
15
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-r
4{;: = Ar. "E‘ = O - '.C_; = '0'-:

27/ 51

Dr. Yves Revaz



5 - Coordonnées curviligne

EPFL

Résumé
s(t) mesure la longueur parcourue le long de la trajectoire

la vitesse scalaire est
vit) = £
- dt
la vitesse vectorielle est
v(t) = v(t)T - %
- w

avec T vecteur unitaire tangent a la trajectoire pointant dans la
direction du mouvement au point considéré.

< o
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

Cas d’un mouvement circulaire quelconque, trajectoire de [

rayon R =
y S = M -R §=°
rY oy = Qe fre
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s R T 5 - Coordonnées curviligne

¢

. 5 < = l
e ¢-= | ¢ = -* ¢V s
T tangent a la trajectoire dans le sens du mouvement et n pointant
vers le centre du cercle, tous deux unitaires.

4 E=xe'w + g9 0l ©
n K Zx R T
T
o = Al J -
> 0 r” Tav T
0 ;Ffe)>j
v(t) = v(H)T
an = ey Yy
~dt R
v(t) = R¢(t) =Rw
@ = w(t) vitesse angulaire en rad-s~' & = a(t) accélération angulaire

enrad-s—2
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

Mouvement circulaire uniforme

Dr. Yves Revaz 31/ 51



cPFL 5 - Coordonnées curviligne

Mouvement circulaire uniforme
Vitesse scalaire constante ; vitesse angulaire constante

dv

—~ =0
dt
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

Mouvement circulaire uniforme

Vitesse scalaire constante ; vitesse angulaire constante

dv

—~ =0
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5 - Coordonnées curviligne

Mouvement circulaire uniforme

Vitesse scalaire constante ; vitesse angulaire constante

dv

—~ =0
dt

v
¢p=w=_=cte

w pulsation. w = 27tf avec f fréquence (en tours/s)

Dr. Yves Revaz
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

Cas général
1)

Soit le cercle osculateur a la trajectoire au point considéré. Il a un
e —

rayon p.

Soient T tangent a la trajectoire dans le sens du mouvement et i

pointant vers le centre du cercle osculateur, tous deux

unitaires.

- dv_ v°
alty = —7+—=n R

dt @

Dr. Yves Revaz 32/ 51
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

- z
&ny = v Ly
d¢ I
La composante selon T est 'accélération tangentielle
— dv =
ar = ET'
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

- Uz -
o} = é" - F - n
) 3 T
La composante selon T est 'accélération tangentielle
— dv =
aT — ET

La composante selon 7 est I'accélération normale ou centripéte

— 2—»
n—yp
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne

La composante selon T est 'accélération tangentielle

2 dv =
aT — ET

La composante selon 7 est I'accélération normale ou centripéte

— 2—»
a, = Ln.
n P

» I'accélération tangentielle provoque
une variation de la vitesse scalaire

» I'accélération normale provoque
une variation de la direction de la vitesse.
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cPFL 5 - Coordonnées curviligne
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cPFL 6 - Coordonnées cylindriques

6 - Coordonnées cylindriques

Adaptées pour certains mouvements ou certaines —
symétries. >
Coordonné |ai (
oordonnées polaires pour (x, :
2 Y Y y)+axez >
% —_
P (=, 9.2)
Cs:9.%)
r € [o,ao[
¢ e [o.eR]

2 € }dblooL
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cPFL - - 6 - Coordonnées cylindriques

b J - )
Q.j,z “s‘f{‘x 4-‘:.\.? eg

€y = "S-'-\r'e; +ca) g e

-

- |

|

> |
I

|

-

Y= OP= OH +np
Y e,
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cPFL 6 - Coordonnées cylindriques

Expression de 7, v, a, en fonction de p, ¢, z, €, €y, €z

c = fe + e
i(re} * H:*)
je}+fé}+ 1, »?76';
(f +r¢)ep = ¥4

1
n

"

—
O~

o e
—

if

]

n

< = 4(4)

At
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cPFL 6 - Coordonnées cylindriques

()~ ¢
Résumé 30) =o
Ih-=o
V. o= 06 +p¢e,+ z€;
a = (p—p9*)&+ (pp+209)€, + 26;
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cPFL 6 - Coordonnées cylindriques
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cPFL 7 - Coordonnées sphériques
7 Coordonnées sphériques
Pl>19.%)
(v, 9% 6)

Y'c:[o,ov[ qé[o,tT[ 66[0,?:’]

“ - - -
Qf (ex oy (€3 )

Q:P[ 1] 3
Gl )
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cPFL 7 - Coordonnées sphériques

n
U

CoSE €, 4 Si6 -E;-

dans le “plan de la S = -Sm6 ¢, cuE €x:
porte”(x’ — z)
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EPFL

vue de dessus (x — y)

Dr. Yves Revaz

7 - Coordonnées sphériques

q = ‘S.Mtf é:"‘ Cﬁtf eb

Cosp €x + Sy €

-—

o €y = G el:; 1 SnG (Col-.f 5:.. '-S‘-'uf 675 ]

-~ =
€: = SmG colg Cx 4-9\\.6;\\.:.P Q'; + SR €9

€y = L AR "
s =~ S @ ey ¥ CﬂS@(Cil(r Qy 4Sun (resj
— - - o,
eo- = CoS6 C’ﬁ(f e, * Cﬂ-‘69m~f ?5 ~ SwG ?4
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cPFL 7 - Coordonnées sphériques

|
Cartesien — sphérique :

sin 6 cos ¢ cos 6 cos ¢ —sing
€| sinfsing €y | cosfsing €, | Cos @
cos 0 —sin@ 0

ma@cm{ - SamESe Py

-

Co )6 Co-l‘(f

_ - 1 L - Sha 'f
€y = c.ss@s.\..cr *mfeaqy | = € Cos € Smy i Cos
o
- sm@ 6 — Sin¢ o?

—_—e
- o

= éQs *—‘-i’S\v(r' Q“,‘o Q¢ "Q-:f

§r

n
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EPFL

7 - Coordonnées sphériques

On procéde de la méme maniére pour &y et &,.

Au final on obtient :

Dr. Yves Revaz

08 + ¢ sin 8,
—08, + ¢ cos 68,
—¢@sin0é, — ¢ cos 0y
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=PFL 08y + @ sin Gé'q, 7 - Coordonnées sphériques

Expression de 7, v, &, en fonctionde r, ¢, 0, &, &,, &

—

é = 08&+ ¢sinbé,
of = \:. = Y v
— L J - L J - — LI N -_'.
4 = ;u(r) = o.‘.((r QP) = ve. » Y&, |
= E.' ‘:_; ¥ r (6 es i ‘-f Srhg' 'qu)

X s v+ X Qg wc’;sw'é?

N = ..J 7 = d ".'e-‘ A YG-Q* + V'S\\G‘ﬁ
P ele T Je( T % “ Sy

LT T T T SNEENE >

= Yy "‘"‘Q‘-"'\‘Ge&\lreeg "“'eed: 4¥-nf‘3w6-l?f

FEQSné -?.P * t(‘rmﬁ"'@‘; d-rciJ‘S\uGé:{,
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cPFL 7 - Coordonnées sphériques

Position, vitesse, accélération : = ck
e =e
? — ré; r e
-
Vo= B 6+ rpsingd, = [
l‘f SI\.‘

a = #Zrf?—r¢?sin?0
a = r0+2#—r¢?cosfsind
a, = r¢sinf+2r¢pfcosd + 25psing

o Q‘v\- < ..
a = [/ P = N ‘ ‘
&q
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cPFL 7 - Coordonnées sphériques
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cPFL 8 - Vecteur rotation

8 Vecteur rotation

On considére un point P ayant un mouvement circulaire dans le
plan (O,x,y) a la vitesse angulaire w = ¢.
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cPFL 8 - Vecteur rotation

8 Vecteur rotation

On considére un point P ayant un mouvement circulaire dans le
plan (O,x,y) a la vitesse angulaire w = ¢.

Soit @ le vecteur de norme w,
perpendiculaire au plan conte-
nant le cercle décrit par P et
de sens donné par la régle du
tire-bouchon.

@ est appelé vecteur rotation
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cPFL 8 - Vecteur rotation

8 Vecteur rotation

On considére un point P ayant un mouvement circulaire dans le
plan (O,x,y) a la vitesse angulaire w = ¢.

Soit @ le vecteur de norme w,
perpendiculaire au plan conte-
nant le cercle décrit par P et
de sens donné par la régle du
tire-bouchon.

@ est appelé vecteur rotation

O)
LE3)
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cPFL 8 - Vecteur rotation

Dérivée d’un vecteur de norme constante

Soit 7 un vecteur de norme constante. Alors 7 est perpendiculaire a

bE)T = o C-r = ok

J"\‘* - N - LS
(P o= FRRF L aFRzo

n
‘-
-‘
£
o
45
*
%
<)
,_-
£

&
n
e
)
4
ol
l
-
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cPFL 8 - Vecteur rotation

Mouvement circulaire dans (O, x, y) d’un point P :

\:-'-o C{-_w

-

rave,
- - b =
&(wn-):- we, x Ye,

= W\"(-?-;hé‘y) ?.#wr-é:f =

=1

ol
1]
&)
b4
9

Dr. Yves Revaz 50/ 51



cPFL 8 - Vecteur rotation

d7: . . N =
o est perpendiculaire a r
F o sy
dt
o = 3—e = w> v < w)r(uuyi
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