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cPFL 1 - Vecteurs

Un vecteur est caractérisé par sa norme, sa direction et son

\
\

Un vecteur servira donc a représenter une grandeur pour laquelle,
en plus de la "valeur", il est important de savoir le sens et la
direction.

Un vecteur n’est pas lié a son point d’attachement (# point
d’application) !

Typiquement, les grandeurs représentées par des vecteurs sont
sont : les déplacements, les vitesses, les accélérations et les
forces.
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cPFL 1 - Vecteurs

Addition vectorielle (oppérations commutatives) et multiplication
par un scalaire
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=PFL 1 - Vecteurs

g -
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Exemple de bilan des forces P = T, +T
?ﬁ + T?';

2
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cPFL 1 - Vecteurs

Vecteurs : en coordonnées cartésiennes

Afin de manipuler les vecteurs dans I'espace (a 3 dimensions), il
est commode de les décomposer selon leurs composantes
cartésiennes.

On fait partir le vecteur de I'origine du repére, les composantes du
vecteur sont alors les coordonnées cartésiennes de son
extrémité :

Y

icia= OA

i a comme composantes ay, ay,
y az

Dr. Yves Revaz 6/ 43



cPFL 1 - Vecteurs

Le vecteur a peut s’écrire grace aux composantes et aux vecteurs
de base du repére

a=axéx+aeé +ase;

On pourra noter verticalement les composantes du vecteur a

aX aX
az az

N.B. : dans certains livres, le vecteur @ est noté a
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EPFL

1 - Vecteurs

La somme de deux vecteurs se calcule par la somme de ses
composantes

ax . bx . ax + bx
a, b, a, + by

Les composantes du vecteur ,@ s’obtiennent par la soustraction
des coordonnées des points B et A.

ZB — ZA
Dr. Yves Revaz
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=PFL (k) () - 1 - Vecteurs

En physique, tout bouge... nos vecteurs sont des fonctions du
temps t. Nous aurons besoin de calculer leurs dérivées par rapport
au temps.
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cPFL 1 - Vecteurs

Vecteurs : norme

Définition ay

La norme d’un vecteur est par définition la longueur du segment
sous-tendu, c’est-a-dire que pour un vecteur 52\ donnég, sa norme
est la longueur du segment [OA].

La norme s’obtient en calculant la racine carrée de la somme des
composantes au carré :

al| = 18| :== /&% + & + &2

en regle générale, on notera : U =\
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cPFL 1 - Vecteurs

Triedres, Triedres directs et orthonormés

Triedre : figure géométrique formée par trois vecteurs qui ont la
méme origine et qui ne sont pas coplanaires deux a deux.

Triedre orthonormeé : triedre dont les trois vecteurs de base sont
normés et orthogonaux entre eux.

Triedre direct : triedre qui respecte I'orientation positive (régle des

trois doigts, régle du tire-bouchon)
S *+
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cPFL 1 - Vecteurs

Produit scalaire
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EPFL

Produit scalaire entre vecteurs unitaires d’un triedre
orthonormé (vecteurs de base orthogonaux)

2

A

éx'_é)(21 éxéyzo éx'éz:O
ey.eX:O ey.fy:1 fy.fzzo
ez'eX:O ezey:O ez'ez:1
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1 - Vecteurs

EPFL
—— —
- et d — - -
(Q: Gx €x tage, + ay @ ) x e, = a
- Lo
Composantes et produit scalaire
- - -
a, Q- e = Oy
< ?; = —
. C. - ?b = CIb
& ¢ =a,

dx

X

La composante a; de a s’obtient en effectuant a; = a- é
———
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cPFL 1 - Vecteurs

Produit scalaire en composantes

Qo - Lk
6:..—_ Qe L‘= L5
°y by
a-b
(c\z < + qae.:; B q‘_?q_) "(L":xé; 1‘-].5,_,,;b * B*é}_)
= G*Lx 4 Ogblgb 4+ Cl? l’} = G-:!:

a-o <= o = o0, al fogt
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EPFL

1 - Vecteurs

Produit vectoriel

Définition
Le produit vectoriel de deux vecteurs U et v non colinéaires se
définit comme l'unique vecteur w = U A V tel que

» le vecteur w est orthogonal aux deux vecteurs donnés; €0
» la base (U, Vv, w) est de sens direct; .
> [[w]| = |[a]] - [v[| - [ sin(a, V)] GG o \Rxd e
m—— —_— ——
&
Note : les notations suivantes sont équivalentes : Ux & = O

—

UAv = Uuxv
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EPFL

1 - Vecteurs
Produit vectoriel entre vecteurs unitaires d’un triedre
orthonormé (vecteurs de base orthogonaux)
€ - o=
> - - —
A x € = O o-b = ba
- - - ;)r : :,L L c:'
(0] e, em % ° = € * -
o~ » Cy - - c‘:)‘,j) = - bra
ﬁ’z ‘eb x Qz = Y
’_' Q—\ e"’" - é’
EIE SOREE . ¥ XS T S0
e xe, -6
é: X Q.x s = ‘q..
-t‘j e =
e‘} » el, = = E’,.
]y * & * - €&
et de plus

aNa=0anb=—-bAa
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EPFL

Le produit vectoriel de deux vecteurs se calcule par le produit
croisé des composantes deux par deux selon la méthode

suivante :
&)l L L;,
ct L Ay X B ¥ by
\ °F \ b1 J
axkh = [ aabye = an by

ox by - ag by
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cPFL 1 - Vecteurs
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cPFL 2 - Trigonométrie

Trigonométrie
Nous utiliserons souvent les angles en radians .

Le cercle complet fait 27t radians. Cette définition permet de relier
directement la longueur de I'arc de cercle a I'angle et au rayon par
| = RO avec 6 en radians.

Yook e
- J "\Maa‘-{ loayim-v
e:l/A = R-& ¢
r T R
é e= & ¥R
® /\o¢ 53
ol \e e= &R

\
D
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EPFL

Trigonométrie dans le triangle rectangle

sinQ:O— 0039:ﬂ tan6 =
hy hyp

Dr. Yves Revaz
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siné _ opp
cosf  adj
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EPFL

Cercle trigonométrique

R= 1

Cosg@ =

ady

Dr. Yves Revaz

Siv(T-6) = siv(6)
o3 (M=) = — cay(h)
cas(‘_Ia-a-) = sSn(F)
S\u(§-6) = Cos(¢)

Ti) ™ \

coS (= =2 S V= 2

(2 - (3)=}

[ \ St

Ce = = 1 Ty = Y2

3(3J 2 q“"(o) P
« 2 4 2
ceg(0) = 4 ces T = o
Sw(e) = 9 S _g—_- 4

2 - Trigonométrie

S\ (=6) = ~sw(€)

Cos(-6) = cos(e)

sw(Tig) = -sw(€)
Cos (M4 6)= - Cos(¥#)
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EPFL

Identités trigonométriques

cos? 0 + sin®0 = 1

1 sin? 0
tanf = — 1 =_>" "
cos? 0 1 —sin?0

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

2 - Trigonométrie

...et bien d’autres dans votre formulaire et sur le web. Vous devez
les savoir ou savoir les retrouver (ou les mettre dans votre
formulaire personnel)

Dr. Yves Revaz
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cPFL 2 - Trigonométrie

Vecteurs et trigonométrie

Vous aurez souvent a trouver les composantes d’un vecteur dont
vous connaissez la norme, et 'angle qu’il fait par rapport a un axe
de référence. En d’autre termes, la projection d’'un vecteur donné
sur des axes (pas forcément verticaux ou horizontaux).

\ M’u:’{%{ﬂg’
Y --;—f;-»ﬁ% .
an

U-e,

)
£)
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=PFL 2 - Trigonométrie

Vecteurs et trigonométrie

Par exemple, ici, on dé-
compose une force (le
poids) en deux compo-
santes portées respective-
ment par I'axe x et l'axe
y. Avant de faire la projec-
tion, il faut bien identifier
I'angle par des considéra-
tions géométriques.

Dr. Yves Revaz 25/ 43



cPFL 2 - Trigonométrie

Pour cela, faites toujours un dessin avec des angles franchement
différents de 45°! Sinon vous risquez de faire des erreurs dans le
report des angles.
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cPFL 2 - Trigonométrie
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cPFL 3 - Dérivées, primitives, intégrales

Dérivées
Soit une fonction y = f(x) représentée par une courbe y = f(x)

dans le plan. La corde prise entre deux points a une pente
caractérisée par I'angle 6.

L /54(")
A
or G =
Fre } i A
4 1 44
S{K.) //_\\—?Z
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cPFL 3 - Dérivées, primitives, intégrales

La dérivée de la fonction f au point 1 est la limite de tan 6 = AX
quand le point 2 tend vers le point 1. C’est donc la pente de la

tangente a la courbe : 9n 9.
) - $loxa)
A f —f f —f
f/(X1) — 1im _y — lim (X1 +dX) (X1) — lim (X1 —f—dX) (X1)
Ax—0 AX dx—>0 Xt dX — X7 dx—0 ax

d¥ °’f

, 4= Je) En physique on utili-
sera souvent la varia-
tion infinitésimale de la f
fonction f § ”")
‘ =1 df = f(x + dx) — f(x)
/'O_O'L-fr une variation dx = 5‘){3&)
de x.
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cPFL 3 - Dérivées, primitives, intégrales

Vous devez connaitre les dérivées des fonctions usuelles.

gOuc\n'M J-e."hv-a_
o~ o
x Al
CeS o¢C - Shw ¢
Sin 5o cof =
ban 2 L ost
)IM'DC }/g-
ex ex
w -4
o¢ w x
' L ' T =i
B () o e
xﬂ
A 1 —{'..z
x x
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EPFL

3 - Dérivées, primitives, intégrales
Seww.e Produit et composition de fonctions

$63  50x)
: (S’(m))«s(a))'

1

g'(w) + Sr(ﬂ:)

1L

< (5 5(x)) §1=) 36y + $(x)o(x)
. (g(fb(x))) | E grs('a_}) S(A )

er !

§(t) = cos(=t)
8-S = —sw(=r) R

- R S'\.(\ﬁ-l-)
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cPFL 3 - Dérivées, primitives, intégrales

Primitive ) = Fix)

Calculer la primitive de f(x), c’est "la manoeuvre inverse" du calcul
de la dérivée. //wa F)
C’est chercher la fonction F(x) telle que F'(x) = f(x).

Comme la dérivée d’une constante est 0, on peut ajouter n'importe
quelle constante a F ¢a ne change rien, donc "la primitive de F est
définie a une constante pres".

=) = cas(=) Fx) = siw(x) + A
Flx,) = Fo Flxe) = Sim(sred+ b = Fg A= FoShis)
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cPFL 3 - Dérivées, primitives, intégrales

, I

Intégrale ‘? (*)

On cherche a calculer I'aire sous la courbe entre le point x = a et
X =z

ais O - §(x:) Cest a peu prés

AY . 4bx) la somme des pe-
L, tits rectangles de lar-

geur Ax; et de hau-

4
®

,A ~ Z f(X,')AX,'

-

Plus Ax est petit plus I'aire est calculée juste. Finalement

A= lim Y f(xi)Ax; = /a “f(x)ax = F(z) — F(a)

Ax—0 ;

e —

Dr. Yves Revaz
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cPFL 3 - Dérivées, primitives, intégrales
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cPFL 4 - Développement limité

4 S
Développement limité en série de Taylor
Intérét : remplacer une fonction compliquée par un
polynébme Qg tOuE 4 ags? > x
Ho

f(X0+€) = f(X0> + d%f(XOKe++%£%f(XO)f+ ce %dd_;]f(xo)en
f(x) = (1+ x)" pour x petit: 2o

Xy = o

$(x) £ A4 r wn-g Flawmen g o2 oL

g'(a) - w {/‘*Je)m‘i =p 5(9)
Sl'(z) = U'\.p_»\_](/;,()”"lu gli(u) = N -vea

QUx) £ s x vg
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4 - Développement limite

Développement limité en série de Taylor utiles dans ce

cours

G ax) 2

{V(J“'Df.) = oC

Co§ € = A

lm o = o,

g(")‘) = _/.'.
A=

Dr. Yves Revaz
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cPFL 4 - Développement limité
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cPFL 6 - Unités et analyse dimensionnelle

Nous utilisons le systéme international (SI)!

Grandeur de base Unité de base
Nom Symbole caractéristique Nom Symbole
temps t seconde s
longueur 1, x, r, etc. meétre m
masse m kilogramme kg
courant électrique I i ampere A
température . T Kelvin K
thermodynamique
quantité de matiére n mole mol
intensité lumineuse I, candela cd

Presque entierement redéfini en 2018, entré en vigueur en 2019 |l
est mainte- nant entierement basé sur des constantes de la nature
plutdt que sur des grandeurs étalon.
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cPFL 6 - Unités et analyse dimensionnelle

Le Sl est défini au moyen des sept constantes suivantes :

Constante a définir Symbole Valeur Unité Symbole

Constante de Planck h 6,626 070 103 s Kilogramme kg
(Js=kg
Vitesse de la lumiére dans le vide 299792458 m s -

Fréquence de transition de la structure 91926317705 Seconde

hyperfine de I'état fondamental de

I’atome de césium 133

Charge élémentaire - 1,602176 634 x101°C Ampere A
(€=

Constante de Boltzmann k 1,380 649 x10-23 | K- Kelvin
() K= kg m2 s2 K7

Equivalent de rayonnement photomé- | K 683 Im W Candela cd
trique d’'un rayonnement monochro-
matique de 540 x 102 Hz
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cPFL 6 - Unités et analyse dimensionnelle

En mécanique, nous aurons besoins de trois unités
fondamentales :

» La seconde est I'unité de temps du Sl (s). Elle correspond a
la durée de 9°192'631770 périodes de la radiation
correspondant a la transition entre les deux niveaux hyperfins
de I'état fondamental de I'atome de césium 133 (AvCs).

» Le metre est I'unité de distance du Sl (m). Un meétre est défini
par la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumiére
(vitesse c¢) pendant une durée de 1/299792458 s.

» Le kilogramme est 'unité de masse du Sl (kg). Il est défini en
prenant la valeur numérique fixée de la constante de Planck,
h, égale & 6.62607015 - 1034 - s, soit
6.62607015- 1034 kg - m? - s~
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cPFL 6 - Unités et analyse dimensionnelle

Analyse dimensionnelle :
But : Utiliser les unités pour vérifier 'Thomogénéité du résultat,
retrouver une formule ou essayer d’en deviner une.

Principe : Une égalité ne peut étre vraie que si les unités sont les
mémes de chaque cbté du signe "égal".
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cPFL 6 - Unités et analyse dimensionnelle

Exemple1: 5

kR
Un caillou @6t 1aché d’'une hauteur h. Le temps de chute calculé
estt = h/g, avec h, la hauteur initiale et g 'accélération de la

pesanteur. Le résultat est-il correct ?

Henwld de E Cs]
TN R % [ w ]

(w2

[s*)

rsi = ‘E/‘%fs‘] = [s)
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cPFL 6 - Unités et analyse dimensionnelle

Exemple 2 : Soit un caillou de masse m en chute libre, ayant une
vitesse v lorsqu’il atteint une hauteur h. Pierre affirme que son
énergie cinétique vaut : Ex = %mv2 et son énergie potentielle

E, = mgh?. Est-ce bien correct ?
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