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Solutions
Solution 1

1. Le système de coordonnées adapté à ce problème est évidemment le système sphé-
rique. Pour rappel, les coordonnées cartésiennes sont reliées aux coordonnées sphé-
riques via les relations suivantes :





x = r cos φ sin θ

y = r sin φ sin θ

z = r cos θ

(1)

avec r ∈ [0, ∞[, φ ∈ [0, 2π[ et θ ∈ [0, π].
2. L’accélération et la vitesse sont alors données comme suit :

a⃗ =(r̈ − rθ̇2 − r sin2 θφ̇2)e⃗r

+ (rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sin θ cos θφ̇2)e⃗θ

+ (r sin θφ̈ + 2ṙφ̇ sin θ + 2rθ̇φ̇ cos θ)e⃗φ

v⃗ =ṙe⃗r + rθ̇e⃗θ + (rφ̇ sin θ)e⃗φ

En considérant la contrainte r = cst, les vitesse et accélération deviennent alors :

v⃗ =rθ̇e⃗θ + (rφ̇ sin θ)e⃗φ

a⃗ =(−rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ)e⃗r + (rθ̈ − rφ̇2 sin θ cos θ)e⃗θ + (rφ̈ sin θ + 2rφ̇θ̇ cos θ)e⃗φ

Il existe une seconde contrainte dans ce cas (θ ∈ [π/2 : π]). Cependant cette contrainte
n’influe pas sur la simplification des équations.

3. Si la bille reste dans un plan horizontal, alors θ est constant. θ̇ = θ̈ = 0

v⃗ =rφ̇ sin θe⃗φ

a⃗ =(−rφ̇2 sin2 θ)e⃗r + (−rφ̇2 sin θ cos θ)e⃗θ + (rφ̈ sin θ)e⃗φ

4. Le mouvement est circulaire uniforme (de rayon r sin θ). v =cte implique φ̇ = cte = ω
φ̈ = 0.

v⃗ =rω sin θe⃗φ

a⃗ =(−r sin2 θω2)e⃗r + (−r sin θ cos θω2)e⃗θ

=(−r sin θω2)(sin θe⃗r + cos θe⃗θ)

L’accélération est une accélération normale qui pointe vers le centre du cercle. At-
tention, pas vers le centre de la sphère !
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Solution 2
1.

2. Coordonnées sphériques : r, θ, φ
Contraintes sur le train :
r = RT =cte, φ =cte, θ = ωt ⇒ θ̇ = ω = v

RT
=cte⇒ θ̈ = 0

v⃗ en coordonnées sphériques :
v⃗ = �̇r0

e⃗r + rθ̇e⃗θ + r��̇φ
0

sin θe⃗φ = RT ωe⃗θ = ve⃗θ = v⃗

⇒ v⃗ = ve⃗θ

a⃗ en coordonnées sphériques
ar = �̈r − rθ̇2 − rφ

2 sin θ = −rθ̇2 = − v2

Rt

aθ = r��̈θ + 2�̇rθ̇ − rφ
2 cos θ = 0

aφ = r��̈φ sin θ + 2r��̇φθ̇ cos θ + 2��ṙφ̇ sin θ = 0
⇒ a⃗ = − v2

RT
e⃗r Il n’y a alors que l’accélération centripète.

3. |a| = v2

RT
= (300/3,6)2

6400·103 = 1, 1 · 10−3ms−2
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4.

La Terre tourne autour de l’axe Nord-Sud :
Ω⃗ = Ωe⃗z en coordonnées cartésiennes.
Ω⃗ = Ω cos θe⃗r − Ω sin θe⃗θ en coordonnées sphériques.
La Terre fait un tour en 24h soit 2π radians en 24 · 3600s ⇒ Ω = 2π

24·3600 =
7, 3 · 10−5rad·s−1

5. R : (O, x⃗, y⃗, z⃗) et R′ : (O, x⃗′, y⃗′, z⃗′) avec Ox′ et Oy′ liés à la Terre, donc tournant
avec, avec le vecteur rotation Ω⃗. Ox′ coupe le méridien où circule le train.
Vitesse :

v⃗R(P ) = ����v⃗R(A)
0⃗

+ v⃗R′(P ) + Ω⃗ ∧ −→
AP A ≡ O

= v⃗R′(P ) + Ω⃗ ∧ −−→
OP

−−→
OP = RT e⃗r

v⃗R(P ) = ve⃗θ + (Ω cos θe⃗r − Ω sin θe⃗θ) ∧ RT e⃗r

= ve⃗θ + Ω cos θRT e⃗r ∧ er| {z }
0⃗

−Ω sin θRT e⃗θ ∧ e⃗r| {z }
−e⃗φ
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v⃗R(P ) = ve⃗θ|{z}
Vitesse du TGV

sur Terre

+ ΩRT sin θe⃗φ| {z }
Composante liée

à la rotation
de la Terre

v = 300km/h ⇒ v = 300
3,6 = 83m/s

ΩRT sin θ = 7, 3 · 10−5 × 6400 · 103 × 1
2

= 7, 3 × 32 = 230m/s

Accélération :

a⃗R(P ) = a⃗R′(P ) +����a⃗R(A) + ��⃗̇Ω⃗
0

∧ −→
AP + Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ −→

AP ) + 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P )

= − v2

RT
e⃗r + Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ −−→

OP )
1

+ 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P )
2

1) Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ −−→
OP ) = Ω⃗ ∧ (ΩRT sin θe⃗φ)

= (Ω cos θe⃗r − Ω sin θe⃗θ) ∧ ΩRT sin θe⃗φ

= RT Ω2 sin θ[cos θ e⃗r ∧ e⃗φ| {z }
−e⃗θ

− sin θ e⃗θ ∧ e⃗φ| {z }
e⃗r

]

= RT Ω2 sin θ[− cos θ e⃗θ − sin θ e⃗r]

Ce terme est l’accélération centripète liée à la
rotation de la Terre. A cause de cette rotation,
le point du référentiel R′ où se trouve le TGV
à l’instant t décrit un mouvement circulaire
uniforme de rayon RT sin θ
La norme de ce terme est : RT sin θΩ2 = 6400 ·
106 × 1

2 × (7, 3 ·10−5)2 = 170 ·10−4 = 0, 17ms−2

La norme de ce terme est bien plus grande que
le terme lié au mouvement circulaire du TGV
qui avance sur son méridien (calculée en 3)
Mais ce terme est inclus dans ce que nous
mesurons comme étant l’accélération de la
pesanteur, et il reste petit devant g⃗.

2) 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P ) (Coriolis)
= 2(Ω cos θ e⃗r − Ω sin θ e⃗θ) ∧ ve⃗θ

= 2Ωv cos θ e⃗r ∧ e⃗θ = 2Ωv cos θ e⃗φ

Accélération de Coriolis selon e⃗φ :
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2Ωv cos θ = �2 × 83 × 7, 3 · 10−5 ×
√

3
�2

= 1050 · 10−5 = 0, 01ms−2

L’accélération de Coriolis est très faible mais est beaucoup plus grande que l’accélé-
ration trouvée en 3.

Solution 3
Commençons par définir les référentiels et le système.
Référentiel Galiléen R : Labo
Référentiel en mouvement (donc non Galiléen) R′ : plateau tournant avec le fusil Ω⃗ dans
R
Repères : Oxyz lié au référentiel R et Ax′y′z′ lié au référentiel R′

On néglige l’effet du poids.

L’accélération est donnée par :
a⃗R(P ) = a⃗R′(P ) + a⃗R(A) + ��⃗̇Ω⃗

0
∧ −→

AP + Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ −→
AP ) + 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P )

Il vient, dans le référentiel tournant :

a⃗R′(P ) = a⃗R(P ) − Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ −→
AP ) − 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P ) − a⃗R(A)

où :
a⃗R(A) = 0⃗ car le point A est fixe dans R′ et a⃗R(P ) = 0⃗ car aucune force ne s’exerce sur la
balle puisque l’on néglige la gravité.
Donc, a⃗R′(P ) = −Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ A⃗P ) − 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P ), qui s’écrit dans le repère Ax′y′z′ comme :




ẍ′

ÿ′

z̈′


 = −




−Ω2x′

−Ω2y′

0




| {z }
Ω⃗∧(Ω⃗∧A⃗P )

− 2




−Ωẏ′

Ωẋ′

0




| {z }
2Ω⃗∧v⃗′

qui peut s’exprimer comme :

ẍ′ = Ω2x′ + 2Ωẏ′ ÿ′ = Ω2y′ − 2Ωẋ′
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En suposant que la vitesse de la balle est suffisament grande pour rester constante (vecto-
riellement) durant le mouvement : v⃗′

0 = (0, v0, 0) dans R′, alors ÿ′ = 0 et ẏ′ = v0.
On peut aussi négliger Ω2x′ devant 2Ωv0 car la déviation selon x′ est faible.

ẍ′(t) = 2Ωv0 ẋ′(t) = 2Ωv0t x′(t) = Ωv0t2

L’impact a lieu au temps timp ≃ L+l
v0

à condition que d ≪ L + l. Donc

d = x′(timp) = Ω(L + l)2

v0

A.N. : L = 1.1 m, l = 0.4 m, v0 = 250 m·s−1, Ω = π rad·s−1 donc d = 2.8 cm.

Solution 4
1. Soit R(O, x⃗, y⃗) le repère cartésien lié au laboratoire et R′(O, x⃗′, y⃗′) le repère cartésien

lié au disque.

P
O

x’

y’

x

y

ϕ=ωt

(
x⃗′ = (cos ωt)x⃗ + (sin ωt)y⃗
y⃗′ = −(sin ωt)x⃗ + (cos ωt)y⃗

Dans R′, la fourmi se déplace sur l’axe x⃗′, soit v⃗R′(P ) = v0x⃗′. Donc :
Dans le repère du disque : −−→

OP = r⃗ = v0tx⃗′

Dans le repère du laboratoire :
−−→
OP = r⃗ = v0t cos ωtx⃗ + v0t sin ωty⃗

On peut aussi définir les coordonnées polaires liées au point P (fourmi). Comme la
fourmi se déplace sur l’axe x′, en coordonnées polaires, e⃗ρ = x⃗′ et e⃗φ = y⃗′.
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2. Dans R, l’équation paramétrique de la trajectoire est :
(

x = v0t cos ωt
y = v0t sin ωt

Pour avoir l’équation de la trajectoire il faut éliminer le temps :

x2 + y2 = v2
0t2(cos2 ωt + sin2 ωt) = v2

0t2 ⇒ t =
p

x2 + y2

v0

On en tire :
x =

q
x2 + y2 cos(ω

p
x2 + y2

v0
)

En coordonnées polaires, φ = ωt, ρ = v0t. Alors :

ρ = v0φ

ω

3. Dans R′, v⃗R′(P ) = v0x⃗′

La formule générale pour le changement de repère est :

v⃗R(P ) = v⃗R(A) + v⃗R′(P ) + Ω⃗ ∧ −→
AP

Dans notre cas O = A, donc v⃗R(A) = 0⃗. Ainsi, il vient

v⃗R(P ) = v0x⃗′ + ωz⃗ ∧ (−−→OP ) = v0x⃗′ + ωz⃗ ∧ (votx⃗′) = v0x⃗′ + ωvoty⃗′

Et donc :
v⃗R(P ) =

(
v0 cos ωt − v0ωt sin ωt
v0 sin ωt + v0ωt cos ωt

En coordonnées polaires : v⃗R(P ) = v0e⃗ρ + v0ωte⃗φ.
4. La fourmi se déplace à vitesse constante sur le disque. Donc :

a⃗R′(P ) = 0⃗

Ainsi :

a⃗R(P ) = a⃗R(A)| {z }
0⃗

+ a⃗R′(P )| {z }
0⃗

+ ˙⃗Ω|{z}
0⃗

∧−→
AP + Ω⃗ ∧ (Ω⃗ ∧ −→

AP ) + 2Ω⃗ ∧ v⃗R′(P )

soit :

a⃗R(P ) = ωz⃗∧(ωz⃗∧v0tx⃗′)+2ωz⃗∧(v0x⃗′) = ω2v0tz⃗∧(z⃗∧x⃗′)+2ωv′
0z⃗∧x⃗′ = ω2v0tz⃗∧y⃗′+2ωv′

0y⃗′
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et donc :
a⃗R(P ) = −ω2v0tx⃗′ + 2ωv0y⃗′

Le premier terme est accélération centripète, le deuxième l’accélération Coriolis. En
projetant dans le référentiel absolu, on a :

a⃗R(P ) =
(

−ω2v0t cos ωt − 2v0ω sin ωt
−ω2v0t sin ωt + 2v0ω cos ωt

et en coordonnées polaires :

a⃗R(P ) = −ω2v0te⃗ρ + 2v0ωe⃗φ
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