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Exercices

Exercice 1 Ambiance tendue au bistrot

Une enseigne de bistro est accrochée comme montré
sur le schéma ci-contre. Une poutre d’épaisseur nulle
et de longueur AB est libre de pivoter autour de B. Un
cable relie les points C', A et ’enseigne et les stabilise.
Les cables sont de masse négligeables et la masse de la
poutre et de ’enseigne sont 15 kg et 300 kg respecti-
vement.

Trouvez les forces Fg et ﬁc agissant sur B et C res-
pectivement.

Exercice 2 Etre catapulté au centre du probléme
On se propose d’étudier la dynamique de la catapulte représentée sur la figure ci-dessous.

ATIREIIAIAAARRAAAAARARAAARAS

La catapulte est constituée d’un levier assimilé a une tige mince homogene de masse m; fixé
a un support au point O. Le projectile est une boule pleine de masse m,, et de rayon r, fixée
a l'extrémité P du levier a une distance d, de I’axe de rotation. Une boule pleine de masse
m. et de rayon r. placée a 'autre extrémité C' a une distance d. de ’axe de rotation sert de
contre-poids permettant d’actionner la catapulte. L’angle 6 est défini comme étant ’angle
entre ’horizontale é, et le vecteur OC. On suppose qu’'un mécanisme permet d’éjecter le
projectile quand 'angle 0. atteint la valeur désirée.

1. Placer sur la figure les forces agissant sur la catapulte.

2. Calculer les moments d’inertie par rapport a I’axe de rotation pour le projectile (Ig),
le contre-poids (I§) et le levier (1) ? En déduire le moment d’inertie global Io du
systéme projectile+contre-poids+levier.
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3. Quelle condition doit-on avoir entre m, dp,, my, d. et m; pour faire fonctionner la
catapulte ?

4. Donner 1’équation différentielle sur 6(¢) qui permet de décrire le mouvement de la
catapulte en utilisant le moment d’inertie global Ip du systeme.

5. Donner la vitesse du projectile en fonction de I'angle d’éjection, sachant que ’angle
initiale 6(t = 0) = 6y et que la vitesse angulaire initiale est nulle.
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Exercice 3 Balance ton Cavendish. FExamen 2019

La balance de Cavendish est un instrument permettant de déterminer expérimentalement
la constante de gravitation G. Elle est constituée de deux points matériels P; et P, de
méme masse m reliés par une tige sans masse a un fil, formant un pendant de torsion.
Deux grosses sphéeres de masse M, S4 et Sp, peuvent étre placées de maniéres a faire dé-
vier le pendule dans un sous ou dans 'autre par 'effet de la gravitation.

Partie 1 : Etude du pendule de torsion

Les masses P, et P, sont reliées par Vua dj;us
une tiges sans masse de longeur 2d, r®"™
et contraintes de tourner autour de +~‘-Mb T
O dans le plan horizontal (O, z,y). " .
\
&
me

) w
a) Calculer le moment d’inertie /o du pendule de torsion par rapport a 'axe (Oz)

Le fil est caractérisé par deux constantes, s et b, définies comme suit :

- le_f;ll exerce un moment élastique dépendant de ’angle de déviation 6, donné par
Mg = —koe,

)

- et les frottements internes du fil exercent le moment My, = —béé’z

On écarte le pendule de sa position o
d’équilibre de I'angle 6, et on le lache o, b
sans lui communiquer de vitesse an-
gulaire. On mesure 'angle de dévia-
tion en fonction du temps et on ob- ‘*‘Ws
serve des oscillations décroissantes \./ &
avec une pseudo période T (voir ci-

contre)

b) Etablire I'’équation différentielle du mouvement sur la variable 6.
c¢) Quelle est la pulsation propre du pendule de torsion ?

d) Donner la forme générale de la solution de I’équation différentielle sans calculer les
constantes d’intégration. Expliciter la pseudo-période et le facteur d’amortissement
en fonction des données du probleme.

e) On suppose 'amortissement tres faible (b &~ 0) et on mesure 7. Déterminer x en
fonction de T, m et d.
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Partie 2 : Influence de la force de gravitation des 2 grosses spheéres sur les deux
masses ponctuelles

On amene les deux grosses spheres :?\ Sa
(S4, Sp) de masse M, en regard des Y ‘
masses ponctielles (Pp, P2) a une dis-
tance d de I'axe Ox, et on laisse le d
pendule s’équilibrer avec 'angle de W:‘P; 0 /:194 -
déviation 6;. On suppose l'angle 6; B, ———2,
tres faible (0 < 1). . . e
®
)
a) Exprimer (vectoriellement) le moment ]\W‘i1 , par rapport & O sur le pendule, lié a la

force de gravitation de S4 sur P; et de Sg sur Ps.

Aol

Exprimer (vectoriellement) le moment M32 lié & la force de gravitation de S4 sur
P, et de Sp sur P;.
2tol

Montrer que pour un calcul d’ordre de grandeur, on peut négliger HM@OQH devant

IIMto",%II-

Exprimer I'angle 61 a 1’équilibre en fonction de G, M, m,d et k.

Déduire 'expression de G en fontion de M, m,d,T et 01, grandeurs qui sont connues
ou facilement mesurables.

Question subsidiaire (ne faisait pas partie de I'examen) : Utiliser les données de
I’expérience pour évaluer l'ordre de grandeur de G. La période T fait 8 minutes, M
= 1.5 kg, m = 15g, d = 5cm, et on mesure #; grace a la déviation du faisceau laser,
soit 20 cm sur les 13,5 m de I'amphi
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Solutions

Corrigé exercice 1

Ecrivons les deux critéres de stabilité statique, en appelant F A, Fg et ﬁc les forces ré-
sultantes qui s’appliquent aux points respectifs A, B et C, et mg le poids de la poutre
qui s’applique en son centre de gravité, GG situé a mi-chemin de B et A. On prend comme
systeme la poutre. Le cible applique en A une tension T égale a —ﬁc. On place lorigine
O au point B, et on définit un axe (Ox) horizontal et un axe (Oy) vertical.

Les conditions d’équilibre > Mo =0 et > F =0 s’écrivent :

Fo+Fg+T+ Fp
00 A Fg + OA A (M) + OANT + OC A (m)

(1)
(2)

Soit M = 300 kg la masse de ’enseigne, m = 15 kg la masse de la poutre, la longueur
CA =10 m et 'angle o« = 30°. La condition donne :

(<) () () () - ) o

=0
=0
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La condition avec
OA =l(cosaé; +sinaéy)

O—d = é(cosaéx +sinaéy)
T=-Te,  Mg=-Mge, mg=—mgé, =0
donne ;
—Mglcosa (é, Néy) —Tlsina (éy N é,) — mg; cosa (6xNé,) =0
soit

—MglcosaéZ+Tlsinaéz—mgicosaéz:6 (4)
La condition nous donne immédiatement

FZ=T
F%:(M—I-m)g

et la condition fournit :
1
T:FC:g<M—|—2m>cota

AN.: Fo =52249 N et Fp = 6070.3 N.
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Corrigé exercice 2

1. Schéma avec forces :

ATIAREIEAIAAARRAAAAAARRAAR RS

2. Le moment d’inertie des différents objets (projectile, levier, contre-poids) est donné
par rapport a leur principal axe de rotation. Pour calculer le moment d’inertie par
rapport a l'axe de rotation O de la catapulte, il faut corriger cette valeur en utilisant
le théoreme de Steiner.

. . N 2
Moment d’inertie du projectile : 12, = gmpr]% + mpd?,
Stei
centre de masse emer
Moment d’inertie du contre-poids : I = “mer? + med?
5 ——
Y Steiner

centre de masse
Moment d’inertie du levier : La longueur totale du levier est d,+d, et la distance
du centre de masse L du levier par rapport a 'axe de rotation est donnée par

dl:M_dczu
2 2
et 'on a )
1 dy —d.
1L = 3 (dc+dp)2+ml< P >
[

centre de masse Steiner

Moment d’inertie du systeme : Ip = I, + 1.+ I
3. Pour faire fonctionner la catapulte il faut que le centre de masse du systeme se trouve
du c6té du contre-poids par rapport a I'axe de rotation, c’est-a-dire ﬁ Yo imury > 0,

ou
dy — d.

2

Mede > myd, +my
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4. La somme des moments de forces extérieures par rapport a l'axe de rotation vaut :

S Mt = OPA(my§) +OC A (meg) + OL A (my §) + OO N,

0
R . dp—d .
= mydpgcoshé, —meLegcost e, +my—5—<gcosbeé,

= (mpdp — mede + ml@) gcosfé,

Le moment cinétique du systéme vaut :

Lo = Iobé,
et sa dérivée par rapport au temps
dLo .
— =1pbé
dt OV €z

On posant 3" M@t = Lo o trouve
p 9] at

. d, — d.
Ip0 = <mpdp—mcdc+ml p2 )gcos&

soit

dp—dec
(mcdc — mydy — 5 )

i
+ o

gcosf =0

5. Résolution par la conservation de I’énergie :

En définissant 1’énergie potentielle par rapport au levier en position horizontale, soit
0 = 0, I’énergie mécanique du systéme pour un angle 6 quelconque est donnée par

. . dy—d. 1. .
Enécanique = —Mypdpg sin @ + med.gsin 0 — my P 5 Cgsinf + 5[@92 = cste = K’
——
Energie potentielle Energie cinétique

Initialement 1’énergie mécanique vaut

d,—d .
Emécanique, t=0 = (—mpdp + mcdc —my P 9 C) gsin 90 =K'

La conservation de I’énergie mécanique (K’ = K') nous permet alors de trouver la
vitesse angulaire

dp—dc
(mcalC — mpdy, — My )

0 =1|2
Io

g(sinfp — sin 0)
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Résolution alternative : Il s’agit d’une technique d’intégration fréquemment uti-
lisée en physique.

On multiplie d’abord I’équation différentielle décrivant le mouvement de la catapulte
par 6 pour faire apparaitre la dérivée interne.
(mcdc — mypdy — My dp;dc

Io

06 + >géc08920

puis on integre

19'2 + (mcdc — mydy —my dpgdc)

2 1o

gsind+ K =0

avec K une constante d’intégration que l'on détermine avec les conditions initiales

6(0) = 6 et H(0) =0

(mcdC — mpd, — mld"T_dc> .
K=- gsin 6y
Io
On trouve alors la vitesse angulaire :
CrR———

0 =1|2

g(sinfy — sin 0)

Dans les deux cas, la vitesse d’éjection du projectile est obtenue en multipliant la
multipliant la vitesse angulaire par d, et en posant 6 = 0. : v,(0.) = d,0 soit

Mmede — myd, —my dpgdc
Up(ee) = dPJ 2 ( IO )

g(sinfy — sin 6,)

Remarque : En notant M la masse totale du systéme projectile+levier+contre-poids
et dg la distance du centre de gravité de ’ensemble par rapport a I'axe de rotation,
I’expression de la vitesse angulaire peut s’exprimer de la fagon suivante :

0 — \/QMgdG
Io

(sinfy — sin 6y)
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Corrigé exercice 3
Partie 1 : Etude du pendule de torsion

a)
b)

— —
Io = mOP;?> + mOP)? = 2md?
O est un point fixe (et le centre de masse), on applique le théoréeme du moment
cinétique :
dLo — 7 . . . ; b P
e 5+ M, = Iobe, = —kbe, —bhe, = 6+ 2md29+ Smd?

0=0

On reconnait 'équation d’un oscillateur amorti, 6 + 270 + Q30 = 0 ot Qp est la
pulsation propre de l'oscillateur. Par identification :

s K
07 9md2

D’apres le graphe représentant les oscillations du pendule, il est dans un régime
d’amortissement faible. Dans ce cas, la forme générale de la solution de 6+ 2v0+Q2 =
0 est :

0(t) = Ae " cos(wt + )

avec v le coefficient d’amortissement et w = 1/Q2 —~2 la pseudo-pulsation. 7 est

b

obtenu par identification : vy = 5.

K b2
2md? (4md?)2

~ ~— 1 /K
Pour b~ 0, w &= 5,/5-

On écrit la relation entre la période et la pulsation :

277_ _1 K N I{,_47T2d2:> _g (7rd>2
T - Y"aNom = 2m T2 =M

Ainsi, w =

10
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Partie 2 : Influence de la force de gravitation des 2 grosses spheéres sur les deux
masses ponctuelles

a) Comme 0 < 1, on fait le calcul des moments avec 6; = 0

ol . GMm .  —GMm GMm
Méi = <d€$ X d2€y) + <—d€x X d2€y> = QTeZ

b) Avec l'aide de Pythagore, on voit que P,S4 = —P1Sp = dv/5 (%gx + %é'y), d’ou :
ol ( o GMm(2_, 1_,)) <4 GMm(Qq 1q>)
MgY = —d — — d — | —= —

0.2 €y X 52 \/563[; + \/gey + | ae; X 52 \/gex + \/gey
_ 2 GMm >
=R A
Mg,

W = 5F R 55 = %. Environ 10 fois plus petit, c’est bien négligeable pour
0,1

calculer un ordre de grandeur.

Aol

d) Comme c) I'indique, on ne tient pas compte de MgF5. A I'équilibre, le moment total
est nul en O :

— =3 —= GM GM
Mg + ML +MEL =0 = 27 =" — g, = 6, =2 dﬁm
~—~

=0

e) On injecte le) dans 2d)

oMm  2Mm T2 —  MT?

G — Gldli . 91d 8m7r2d2 47l'291d3

f) On trouve 6,7-10~ !

11



