VI. Rotations

moments de force et moment cinétique;

cinématique de la rotation: rotation plane, rotation 3D,
rotation inifintésimale, formule de Poisson, coordonnées
cylindriques et sphériques

Ph. Millhaupt



Programme — VI. Rotations

1. moment de force et moment cinétique
invariance et rotation
2. les rotations planes
le point tourne, le repere demeure fixe
le repére tourne, le point demeure fixe
3. la formule de Poisson
par la méthode de la matrice de rotation
la formule de Poisson
4. coordonnées
cylindriques

sphériques



moment de force et moment
cinétique



moment de force — équilibre de leviers

constat empirique: équilibre lors d'équivalence de leviers
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moment de force — interprétation énergétique

On va généraliser la force a un nouveau concept de telle sorte qu'au
niveau du travail on ait une équation du type

=W = Fedr

avec df un angle infiniment petit.

La quantité M reste a définir.



Etudions une rotation plane d'un angle infinitésimal df. Comme il s'agit
d'une rotation, il y a une contrainte (liaison) circulaire

X +y? = 12 = || 0P|

la position du point P s'exprime par le rayon vecteur r

—

OP=r=xX+yy

et la force est exprimée par ses composantes



dérivons la contrainte par rapport au temps, et faisons apparaitre les
différentielles dx, dy, (des petits Ax et Ay)

2xx+2yy = 0
dx dy
2x— +2y— =
g P ¥a = O
xdx+ydy = 0

tous les déplacements sont paramétrés par I'angle
x =
y =
dx
dy =
mais
rcos =
rsinf =

donc...



dx = —ydf
dy = xdb

et le travail infinitésimal s'écrit

W = Fedr=F,dx+F,dy
= F(—ydf)+F,(xdb)
= Mdf

/\/léxFyfyFX

On retrouve le bras de levier "force x distance” mais quelque peu
"généralisé” en x et en y !



moment de force — produit vectoriel

Essayons de transformer la formule de M en une formule plus

"vectorielle”:

Si on exprime en composantes
et que l'on représente le par-
allélogramme

on constate que I'on bien une surface donnée par



ainsi on est amené a poser

M=Mz2=FANF= =

comme M dépend du point d'origine, on note

définition
Le moment de force d'un systéme de forces agissants sur des points P,
bien particuliers, moment de force par rapport a un point A donné, est:




moment cinétique — loi de Newton associée

théorémes issus des lois de Newton




lois de Newton et invariance par rotation

remarque

Certaines propriétés dynamiques d'un ensemble de points matériels
(ensemble rigide ou nom) demeurent invariantes par rotation. En absence
de moment extérieur, le moment cinétique évalué en un point fixe O ou
au centre de masse G est invariant.

rotation d’un angle fixe

Soit deux référentiels galiléens qui sont obtenus par rotation de I'un par
rapport a I'autre d'un angle fini (non dépendant du temps). Les lois
physiques sont les mémes dans ces deux référentiels.
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les rotations planes



les rotations planes

le point tourne, le repere demeure fixe

OP = ax + fB%
OP = o' +6%

o [ cosf —sinf «
g )]\ sing cosé B
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Le point tourne, le repére reste fixe

\/
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Les rotations planes

le repére tourne, le point demeure fixe

OP = %+ B%

,/\l /A/
aX+8%

o B cosf  sinf «
5/ ~\ —sinf cosf B

2
Il
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la formule de Poisson



Justification de la formule de Poisson...

... par la matrice de rotation ...

définie par un axe engendré par le vecteur N normé (||A|| = 1) et d’angle 0
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

description

Une rotation d'axe engendré par i1 et d'angle 6 opére sur un point P et
améne celui-ci en Q. Le vecteur i est de norme unité

probleme

Déterminer la matrice correspondant a cette rotation

définition d’un point auxiliaire C
Le point C est l'intersection entre I'axe de rotation et le plan orthogonal

a I'axe de rotation et qui contient les deux points P et @
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rotation d’axe 1 et d’angle 0
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

premiere étape
On va commencer par exprimer des relations vectorielles entre différents
points spécifiques, en particulier le point P et les vecteurs CP et CQ

on remarque graphiquement que

OC = (OPeh)h
C_Q = cosQC_.b—i—sinHﬁ/\C_.;-j
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

.. ainsi ...
CP = OP-0OC
CP = OP—(OPen)h

=

CQ = cosO{OP — (OP e h)A} +sin6A A {OP — (OP e i)}
= cosO{OP — (OP e A)A} + sin A A OP

car sinfh A (OP o p)h =
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

.. d’autre part ...

et ainsi

0Q —

(OP o h)h = cos H{OP — (OP
0Q = cos#OP + (1 — cos §)(OP
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

... transformation en opérations matricielles ...
(OP e i) s’écrit

ol ang AT A N .
(OP n)h = (A" OP)n car 1" OP est un scalaire
A(AT OP) idem
= (rp")OP associativité du prod. matriciel
mais...
n n% nipny nNin3
anT = ( m n n3 ) = | mn n3 mm
n3 nin3 nNan3 n%
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

... transformation en opérations matricielles ...

X1 nm  OP; n,OP3; — n3 0P,
ANOP=|% n OP, | = n3OP; — np OP;
)?3 n3 OP3 n OP2 — Ny OP1

OP,

= OP,

... de plus ...
cos HOP = (cos §1)OP
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

L’équation vectorielle

0Q = cos 0OP + (1 — cos 0)(OP e )+ sinO(A A OP)

... devient une équation matricielle ...

0Q = Ry, OP
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rotation d’axe 1 et d’angle 0

. avec la matrice de rotation

Ro.n = cos Ol + (1 — cos0)an’ + sin O[AA]

0 n% niny  nmn3
0 | +(1—cosb)| mna n3 noms

2
1 nin3 mn3  n3

1
0
0
—n3 n
+sinf n3 0 —-m

© o~ o
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rotation d’axe 1 et d’angle 0
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le repére tourne, le point reste fixe

OP = a%+f%+7%
" = ax{+8%+7%

A

ﬁ:Xl

n1=1, n2:O, I73:0

1 0 0
& Ros'=| 0 cos® sind
2 0 —sinf cosf
a a
B | =Res'| B
v v
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te repére tourne, le point reste fixe

OP = a% + B +7%
| = ax{+8%+7%

n = X2
n1=0, n2:1,n3:0

A cos@ 0 —sinf
Ron ' = 0 1 o0
sinf 0 cosf

o «
B | =R t| B
v Y
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le repére tourne, le point reste fixe

OP = a% + B +7%
= ax{+8%+7%

ﬁ:X3

n1=0, n2:O, I73:1

cosf) sinf O

Ron '=| —sind cosd 0

| ) o 0 1
a a
B | =R | B
v v
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rotation instantanée

formule de Poisson

Un vecteur quelconque 7 subit une rotation infinitésimale (il ne s'allonge
pas et ne rétrécit pas) de vitesse angulaire ¢
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rotation infinitésimale: la formule de Poisson

démonstration

en utilisant
0 —n3 ny
Ry = cosf |+ (1 — cos G)hhT +sind n3 0 -—m
— Ny n 0
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rotation infinitésimale: la formule de Poisson

...dans la formulation de la dérivée...
S F(t + dt) — F(t — dt)
2dt
1

=S 2dt(R9’n (de) - RQ,n (7d0))F

1 . AT\ 7
- ﬁ@ sin(d@)[nA]) 7

Remarques
= sin(df) = d6 car df petit

= Les termes en cos(df) disparaissent car cos(—df) = cos(df)
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rotation infinitésimale: la formule de Poisson

autre démonstration: développement de Taylor

a partir de
0 —n3 n»
Ro.n = cosf 1+ (1 — cos@)nn’ + sinf n3 0 —m
—No n 0
cela donne
- = 5 ORg tn =
OQ = OP(t + dt) = Ry.nOP(t) = | Ry,n(0) + W df| OP(t)
0=0
0 —n3 nyo

OP(t+dt)y= [I+(1—1)ApT +d0 | ns 0 —n || OP(t)
—no mnm 0
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rotation infinitésimale: la formule de Poisson

Soit OP tel que ||OP|| = cte., on a

Formule de Poisson

car

&)
Il
>

SIES
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rotation infinitésimale: la formule de Poisson

.. autre méthode ...

En dérivant directement en 6 = 0_’
Onaen =0, R(§) = R(0) avec OP fixe:

0Q = R(0)OP = OP
On calcule la dérivée de O_O en =0

0Q = R(0)OP
= —sin(0)0OP + sin(0)8AAT OP + cos(0)dA A OP
— OhAOP =G AOP
= GAO0Q
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Composition de rotations infinitésimales

Les rotations ne sont pas commutatives (en général)
Ré,,n, Roz,n, 7 Ro,,n, Ro. ,n,

par contre les rotations infinitésimales d’axe concourant sont
commutatives ... et s’additionnent !

- - - -

G=uw+wr =wr+uwi
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démonstration de I’addition des rotations infinitésimales

Composition des rotations R = R Ry
Soit R; la rotation d’angle 6 et d'axe n suivie de la rotation R, d'angle ¢

et d'axe m

R = RyR; = (cos¢l+ (1 —cos¢)mm’ + sing[MmA])
(cos B + (1 — cosO)AnT + sin A[AN])

= cosfcos ¢l + cosB(1 — cos ¢)mm” 4 cos (1 — cosB)An"
+sin (1 — cos B)[mA]ART + sinB(1 — cos ¢)mm [AA]
+(1 — cos p)(1 — cos O)mm ™ A"

+ cos ¢sin O[AA] + cos O sin p[MA] + sin ¢ sin O[MA][NA]
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démonstration de I’addition des rotations infinitésimales

.. dérivée ...

—(fsin 6 cos ¢ + ¢ cos fsin @)/
+(—0sinA(1 — cos @) + ¢ cos fsin ¢)Mmm
+(—sin (1 — cos ) + 6 cos ¢ sin B)AnT
+(—0sinfsin ¢ + ¢ cos 6 cos p)[MA]
+(—dsin ¢sin 6 + 0 cos ¢ cos ) [iN]
+(¢cos ¢(1 — cos ) + Osin psin O)[mA]AAT
+(0 cos (1 — cos ¢) + psin O sin p)mm’ [AA]
+(d cos psin @ + Osin ¢ cos O)[MA][A]

(

+(dsin ¢(1 — cos @) + Osin (1 — cos ¢))mm’ anT

37



démonstration de I’addition des rotations infinitésimales

.evalueenG—O ¢o=0..

R

—(fsin OCOSO + ¢ cos0sin 0)/
+(—0sin0(1 — cos 0) + ¢ cos 0sin 0) MM
+(—¢sin0(1 — cos0) + 6 cos 0sin 0)AnT
+(—0sin0sin 0 + ¢ cos 0 cos 0)[MA]
+(—¢sin0sin 0 + 6 cos 0 cos 0)[AA]
+(dcos0(1 — cos0) + O sin 0sin 0)[mA]ART
+(6 cos 0(1 — cos 0) + ¢sin 0sin 0) A" [AA]
+(¢p cos 0sin 0 + O sin 0 cos 0)[MA][AA]
+(¢sin0(1 — cos0) + Asin0(1 — cos0))mm’ an’
O[AN] + d[MA]
[WA] + [WaA] = [(Wi + w3)A]
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démonstration de I’addition des rotations infinitésimales

.. et on a bien ...
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coordonnées




coordonnées cylindriques
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coordonnées cylindriques

coordonnées p, ¢, z
Expressions des coordonnées cartésiennes x;, x» et x3 en fonction des

coordonnées p, ¢ et z:

X=X = pcos¢
y=x2 = psing
z=x3 = z
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coordonnées cylindriques

repére cylindrique
Soit un repére attaché au point point P et s'aligne avec le repére
cylindrique

—

(P, &, €6 €)

Ainsi que le repére de vecteurs générateurs identiques mais attaché en O

(0, €, € €)
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coordonnées cylindriques

Soit un point @ arbitraire. On va exprimer OQ selon deux repéres.

coordonnées o, 3, v
... dans le repeére fixe

(07%1a22323)

, ’ ’ ’
coordonnées a , 3, v
... dans le repére qui se déplace

—

(07 67)7 e;;, ez)
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conilonness /;//hr/n‘?km‘
7

A) AY
(0/ )(”/YZ/

REL

Al
)(J N X’): @2
’
Al —
7 X = Cp
¥, .
& t /7 =
% L= &
I
: é T 603% \J:)"Jﬁ o 0()
: (;rz K R ({18 @ o | [P’
L 15 J & & 1 3]

y N /s / A
wn . XE 1Rl = xR iR
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coordonnées cylindriques

. ce qui donne la correspondance ...

« cos¢ sing O @
g = | —sing cos¢ O B
Y /(0668 ¢ o 1 Y/ (0,5,%,%)

...explications ...
On utilise la rotation d'angle ¢ qui tourne le repeére fixe selon I'axe 3 d'un
angle ¢.
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coordonnées cylindriques

... lorsque le repére cylindrique subit ...

. conséquence sur ...
la vitesse vp et |'accélération ap dans le référentiel absolu (galiléen) mais
exprimées a |'aide du repére

(0, €5, )

46



coordonnées cylindriques

vitesse
opP = pe, + zé€;
vp = OP=pe, + pel;, + zé€;
& = GAE =9 NE = e,
& = DAE =& e =—¢e,
. ainsi ...

Vp = pé, + gf)pe?; +z¢&;
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coordonnées cylindriques

accélération

ab = pé + pe, + pde, + Gpe, + dpéy + 2é;
= [+ pOE, + pp'y + DpE, — pé, + 26,
= (= 8°0)& + (0 +2p0)€ + 26,

OP = (p— §°p)&, + (pd + 2pd)€} + 2€,
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coordonnées sphériques
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coordonnées sphériques

repére sphérique
Soit un repeére attaché au point point P et s'aligne avec le rayon vecteur
I et les axes définis par les angles ¢ et 6

(P, ¢, €5, ¢€)
Ainsi que le repére de vecteurs générateurs identiques mais attaché en O

(0,6, €, €)
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coordonnées sphériques

Soit un point @ arbitraire. On va exprimer OQ selon deux repéres.

coordonnées «, (3, v
... dans le repeére fixe

(07%1a22323)

, " " "
coordonnées o , 3 v
... dans le repére qui se déplace

(0,6, €, €)
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coordonnées sphériques

. ce qui donne la correspondance ...

«a cosf 0 —sinf cos¢ sing 0 «@
g | = 0 1 0 —sing cosé O B
5’ sinf 0 cosf 0 0 1 o

. explications ...
On utilise deux rotations avec le formalisme de "tourner le repére”. Axe
. . ] 4 1
3, angle ¢ suivi d'axe 2 d’angle 6.
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coordonnées sphériques

/7
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coordonnées sphériques

report des vitesses angulaires

@ P33 + 6%,
= %+ 0%
cos 0 —sind 0 —sinf¢
& = 0o 1 0 0 | = 0
sind 0 cosf ) cos 0¢

autrement dit

& = —sinfdey + ée; + cos Hdé,
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coordonnées sphériques

vitesse

oP = re;
vp = O;P =Fré +re;
& —sinfp 0
& = dA&=]| é& 0 0 | =0é +sinboe;
e cosfop 1

Vp = i€ + rfé + rsin qu')e?;
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coordonnées sphériques

accélération

oP =

re + ré; + r0é + riey + rée;

+Fsin Qée;', + rcos 99.(;.56‘2, + rsin Gq'ge}) + rsinfge;,
re + i(ée?; -+ sin 9q'5e7,;) + i0éy + rfé

+rb(cos Oge;, — 0€,) + i sin €, + r cos 00pe;,
rsin 9@5&; + rsin8¢(— cos fpe; — sin Bpe;)

. regroupement ...

oP

= (F— r? — r¢? sin? 0)e,
+(rf + 20 — r¢? cosfsin 0)é&
+(résin @ + 2rgf cos 6 4 2idsin 0) €
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