Cours de physique générale I — Mécanique — Dr. Ph. Miillhaupt

Complément : Barre et Anneau

Enoncé : Une barre fine et infiniment rigide, dont toute la masse est concentrée au centre de masse,
supporte un anneau pouvant glisser librement le long de celle-ci. La barre a une extremité fixée sur
un plan horizontal autour duquel la barre peut tourner. La gravité n’ agit ainsi pas sur la barre (on
prendra une gravité nulle pour simplifier le bilan des forces). Le systéme posséde ainsi deux degrés
de liberté, ’angle ¢ de la barre ainsi que la position r de ’anneau, distance entre 'anneau et le centre
de rotation.

Méthode de Lagrange

Le systéme peut étre assimilé & deux point matériels avec deux contraintes parfaites. Soit les coor-
données cartésiennes xp et yp pour la position de 'anneau de masse m et z¢ et ygo pour la position
du centre de la barre, ainsi assimilée & un point matériel de masse M. La barre est de longueur 2L.
On a deux contraintes parfaites entre les coordonnées cartésiennes :

0 = ag+yg— L (1)
0 = zgyp—ycap (2)

La premiére contrainte (1) signifie que le centre de masse G de la barre décrit un cercle de rayon L et
la seconde contrainte (2) indique que 'anneau est toujours sur la barre (cette contrainte cesse d’étre
respectée une fois 'anneau expulsé). Nous avons ainsi N = 4 coordonnées cartésiennes et C' = 2
contraintes ce qui conduit & n = N — C' = 2 degrés de liberté. En introduisant les coordonnées
généralisées r et ¢ nous avons

Tp =T COSQ

yp =7 sing
xg = L cos¢
yg = L sin¢

et les deux contraintes sont bien respectées avec ce choix de coordonnées généralisées :

= L?cos® ¢+ L?sin? ¢ — L?
= Lcos¢grsing — Lsin¢rcoso

Energie cinétique :
Comme nous avons deux points matériels, I’énergie est la somme de celle des deux points matériels.
Chacune s’exprime directement & partir des coordonnées cartésiennes.

1 1 1 1
T = §m:'c§3 + imy% + 5M9b2G + 5My%; (3)



On calcule alors les dérivées des coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées généralisées et
de leurs premiéres dérivées :

Tp = fcosqﬁ—rquind)
gp = 7Fsing+recosd
Tg = —Lq'ﬁ sin ¢

jc = Lo cosg

On introduit ces expressions dans I’énergie cinétique :

1 . .
T = 3™ <1'“2 cos® ¢ — 2r7 ¢ cos ¢psin ¢ + 2 ¢ sin’ gb)

—i—%m (7’“2 sin® ¢ + 217 ¢ sin ¢ cos ¢ + r2 2 cos? (;S)
+%ML2¢2 sin? ¢
+%ML2¢2 cos? ¢

_ ém (7-42 +r2¢2> i %MLQQBQ
oil on a utilisé I'identité trigonométrique sin? ¢ + cos? ¢ = 1 et la simplification des termes croisés.

Equations de Lagrange Le lagrangien L comporte que de I’énergie cinétique (pas de potentiel)

L=T
On a deux équations, chacune associée a4 une coordonnée généralisée :
Selon r :
8—£ = 8—T =mr
or  or
oc or 9
or  or mre
d (0L oL .. 12
dt(@r)_& = mi—mr¢® =0 (4)
Selon ¢ :
8—4 = a—T =mrlé+ ML
99 0¢
d (oL . - .
— =) = 2mr7 g+ ML?
g (8(;5) mrrg +mroo + o)
oL _or _,
9 0o

¢ est une coordonnée dite ’cyclique’ car ¢ n’apparait pas dans I’expression du Lagrangien L.
Equation de Lagrange associée :



Fo

Fp

Fg

FIGURE 1 — Illustration de I’équivalence entre le systéme de forces de liaison (contrainte parfaite).
A gauche les forces aux points d’application de celle-ci par action réaction. A droite ces forces sont

rapportées au centre de masse de la barre et de 'anneau.

a(ory or
dt \ap/) 0¢
d (0T e
dt(@qﬁ) mrig +mroo + =0
En résolvant (4) et (5) pour # et ¢, on obtient

7":7&2

q.b. _ 2m7’7"¢')

C ML2 + mr2

Meéthode de Newton

Il y a deux équations de Newton. Une pour chaque point matériel.

MOG = Rg=Fg+Fo
mOP = RPZFP

On a
— R : la résultante des forces agissant sur la barre au centre de masse.
— Rp : la résultante des forces agissant sur 'anneau.

— Fg : la force équivalente a la réaction de I'anneau sur la barre (rapportée au centre de masse).
— Fpo : la réaction de l'attache sur la barre appliquée au centre de rotation. REMARQUE :
Comme cette force ne crée aucun moment de force autour de O, c’est également la force

rapportée au point G (au centre de masse de la barre).

L’équivalence entre le systémes de forces avec action réaction et les forces est représenté a la figure 1.

Utilisons les coordonnées cylindriques



OP = re,
OG = Le,

les vitesses s’expriment alors comme

OP = je,+ré,

re,+rwAie,

= re.+r gb €y
OG = Lé,
= L (;.56(25
et I'expression des accélérations devient
OP = ie.+ré-+r7dey+rdes+rdéy

i*eT+27’“<;'Se¢+rq'ﬁe¢—r¢'526r
(i =1 d%)er + (1) + 2 9)eg
OG = Ley+ Loéy

= L(iged,—LgZ.)Qer

Expression des forces en utilisant les coordonnées cylindriques :

FO = FoeT
Fg = Fgey
Fp = Fpe¢

REMARQUE : Le principe d’action-réaction indique que la force appliquée de la barre sur ’anneau
Fpeg induit une force de réaction que la barre encaisse —Fpeg et appliquée au point de la barre
coincidant avec le point P de I’anneau. Ainsi, cette force ne s’applique pas nécessairement au centre
de masse G (sauf dans le cas r = L). Ainsi lorsque r # L, il faut rapporter la force de réaction et
la remplacer par une force équivalente qui est appliquée au centre de masse. A cette fin on utilise
I’équivalence des moments de forces autour de O. En effet, la barre est rigide et on peut donc soit
considérer la loi de Newton de rotation

Iod = Mo = —Fpr

avec Ip = M L?, soit demeurer en coordonnées cylindriques et tenir compte de la relation d’équivalence
entre la force au point P et la force au point G équivalente au sens de générer le méme moment de
force autour du point O :

—FP7’6¢:FgLe¢

Ainsi les équations de Newton deviennent

mOP = m(i —r¢*)e, +m(ro + 21 d)ey = Fpey (9)

MOG = MLdey— ML$%e, = Fg+ Fo = —Fp%ed) + Foey (10)



En décomposant selon e, et ey on obtient quatre équations pour quatre inconnues Fp, Fp, g.zé, 7o
m@FE—r¢?) = 0
m(rgi) + 27 qb) = Fp
. ’r'
ML¢ = —sz
~ML@ = Fp

et en résolvant on trouve en reportant Fp de la deuxiéme équation dans la troisiéme

f:réz

ML$ = (—mrgﬁ—zmw)%

ce qui donne les finalement les accélérations généralisées

o= rquQ
" 2mrr (;5
- _ 11
¢ ML? + mr? (11)
et en reportant
o2mr ¢ M L?
Fp —
ML? + mr?
Fo = —ML¢?

On pourrait également utilisé la loi de Newton de rotation et on aurait avec la deuxiéme équation de
I’anneau

ML?¢ = —Fpr
m(r¢ + 2ri) = Fp

ce qui conduit & la méme expression (11) pour ¢ une fois Fp éliminé de ces deux équations.

Méthode de d’Alembert (coordonnées cartésiennes)

Ecrivons les équations dynamiques en coordonnées cartésiennes. On ne prend aucune précaution
pour diriger les forces de contraintes dans le bon sens. La méthode donnera celui-ci de maniére
automatique pour chacune des forces. Nous savons qu’il y a les deux contraintes (1) et (2) entre les
quatre coordonnées cartésiennes xp, yp, xg et yg. Pour respecter ces contraintes il faut des forces.
Ainsi les lois de Newton s’écrivent

mip = Fyp
miyp = FyP
Mig = Fyo
Miyc = Fya

avec Ip, Fyyp, Foq et Fyg les composantes scalaires des forces de contraintes. Ces forces de liaison
proviennent de contraintes dites parfaites. Elles obéissent ainsi au principe de d’Alembert qui stipule
que le travail des forces de liaison lors d’un déplacement infinitésimal compatible avec les contrainte
(lorsque les coordonnées sont des coordonnées généralisées minimales alors le déplacement infinitésimal



est arbitraire car les liaisons sont automatiquement satisfaites). Le long des coordonnées cartésiennes
Tp, yp, g et yo ils sont notés respectivement dxp, dyp, dxg et dyg.
Le principe de d’Alembert s’énonce ainsi :

Fypoxp + Fypdyp + Frgdrg + Fyg dyag =0 (12)

avec comme accroissements virtuels (obtenus par différentiation de xp = rcos ¢, yp = rsin¢, rg =
Lcos¢ et yg = Lsing) :

dxp = cos¢or —rsingdo
oyp sin ¢ ér +r cos¢pdp
drc —Lsin¢d¢p

d0ya = Lcos¢pdo

En exprimant les forces de liaison a partir des accélérations et en introduisant dans le principe (12)

mipdrp +miypdyp + Migdrg + Mijcdye = 0 (13)

on remplace alors les accélérations par

ip = Fcosdp—2r¢sing —rosing —r¢® cos o
jp = fsinqb—{—%gz.ﬁcosqS—i—rg.zScosgb—rd.)ZSingb
T = —Lq'zg sin ¢ — L¢32 cos ¢

jc = Lésing— L¢*sing
En introduisant ceci dans (13) on a
0 = m <r COS b — 2 & sin — ¢ sin § — 1 2 cosq>> (cos ¢ 81 — 7 sin ¢ 3¢)

+m (r Sin ¢ + 27 & cos & + 1 cos ¢ — rq52sin¢) (sin ¢ 07 + 7 cos ¢ 3

M (-Lq'zé sin ¢ — L2 cos ¢) (= Lsin ¢ 6¢)

M (Léﬁ cos ¢ — L¢? sin ¢) (L cos 6 )
ce qui donne en développant et simplifiant

0 = m(i=rd?) or+m (r2+ 207 ) 66+ ML*$ b6
= (mf+mr<z}2) or + ((ML2 +mr2)<'z$+2mm‘~¢> ) (14)

et comme les variations 0r et d¢ peuvent et doivent étre arbitraires dans (14), cela implique que 1'on
a simultanément

mi‘—mrg{ﬁQ =0
(ML*+mr?) ¢ +2mri¢ = 0

et on retrouve les équations dynamiques précédemment obtenues (6) et (7).



Méthode de d’Alembert (coordonnées polaires)

C’est la méthode la plus expéditive. Elle ne nécessite pas d’hypothése sur 'orientation des forces
de liaison. On place deux forces pour la barre et deux pour ’anneau toutes deux en coordonnées
polaires et on applique le principe de d’Alembert. Les équations dynamiques découlent alors presque
automatiquement.

On part des équations des équations de Newton mais sans structure des forces de liaison :

mOP = m(i —r¢*)e, +m(rd + 2i dleg = Fugep + Furer (15)
MOG = MLdey— ML e, = Fy4ep + Fi ey (16)

Ce sont quasiment les mémes équations que (9) et (10) sauf que les forces sont laissées arbitraires
pour l'instant. Le travail infinitésimale des forces de liaison s’exprime sous la forme

oW = Fa7¢ r10¢1 + Fa,r ory + Fb’¢ Loy + Fbﬂ« ory

REMARQUE : Les déplacements infintésimaux en distance sont dr; et dry pour les forces selon e,.
Le point P se déplace sur un arc de longueur 71 d¢1 de telle sorte que le travail inifinitésimal associé
est Iy 41 0¢1. De maniére similaire, le centre de masse G se déplace sur un arc de longueur L d¢po de
telle sorte que le travail infinitésimal est F, 4 L 0¢a.

Le principe des travaux virtuels de d’Alembert dit que que lorsque le déplacement virtuel satisfait
la liaison alors 0W = 0. Les liaisons sont telles que ¢1 = ¢o et donc d¢p1 = d¢ps = d¢p. Comme G
reste fixe radialement éro = 0. Par contre, P se déplace librement radialement et on peut alors poser
ory = or.

Le principe s’exprime alors sous la forme
0= (Fa#) r+ Fb,¢ L) oo+ Faﬂn or
En remplagant les forces de liaison par leur expression données par (15) et (16), on obtient les équations
0 = [2mid+mré)r+ (ML) L]6¢ + [m(i — r¢)] or

Et comme les déplacement d¢ et dr sont libres et arbitraires, on a simultanément les deux équations
différentielles

(2mir¢ +mrd)r + (MLO) L =
m(i — T(;‘S2) =0

et aprés réarrangement

(mr? + ML?) ¢+ 2mri¢ = 0

7'“'771252 =

On retrouve les équations différentielles (6) et (7).



