Exercices de physique générale 1 (2024) C. Galland, F. Mila, S. Rusponi

Corrigé 05 : Oscillateurs harmoniques

Exercices d’introduction

A. Questions conceptuelles

1. En redéfinissant 'origine du temps et l'origine de 'espace, ’équation horaire d’un oscillateur
harmonique peut toujours se ramener a x(t) = Asin(wt). Sa vitesse et son accélération valent alors
v(t) = Aw cos(wt) et a(t) = —Aw?sin(wt). On en déduit que ...

— ... la norme de la vitesse est maximale quand wt = nm, c’est-a-dire a la position d’équilibre
x = 0 ol n est un nombre entier.

— ... accélération est nulle quand wt = nx, c¢’est-a-dire a la position d’équilibre x = 0.

— ... la vitesse est nulle quand wt = 7/2 + n7, c’est-a-dire aux positions extrémes r = +A.

— ... lanorme de I'accélération est maximale pour wt = F+nm, c’est-a-dire aux extrémes x = +A.

2. Oui c’est possible. En effet, pour que la vitesse augmente il faut que I’accélération soit positive (par
définition), et il est parfaitement possible qu'une accélération diminue tout en restant positive.
— Prenons par exemple un objet se déplacant sur 'axe x, dont ’accélération décroit linéairement

en fonction du temps (a = ap(1 — at), ag > 0, @ > 0). Calculons la variation de 'accélération
et de la vitesse entre les temps ¢t et t + At ; avec At petit :

Aa = a(t+ At) — a(t) = ap(1 — a(t + At)) — ap(1 — at) = —agaAt < 0

Av >~ ag(l — at)At >0

Donc tant que at < 1, la variation de la vitesse Av est positive alors que la variation de
I'accélération Aa est négative.

— Imaginez une cycliste dans une pente descendante constante qui pédale au début de la des-
cente, puis se laisse aller en roue libre : I'accélération pendant le laps de temps ou elle pédale
est supérieure a ’accélération s’exercant lorsqu’elle est en roue libre, cependant sa vitesse va
continuer a augmenter.

— Dans le mouvement d’un oscillateur harmonique, tel que représenté dans le graphique ci-aprés
pour une pulsation de 7/10, il y a des temps, entre 15s et 20s ou entre 35s et 40s, pendant
lesquels I’accélération décroit (courbe verte) alors que la vitesse augmente (courbe bleue). Ceci
peut étre exprimé analytiquement en considérant le mouvement z(t) = Asin(wt), d’ou la vitesse

est v(t) = % = Awcos(wt), Paccélération est a(t) = % = —Aw?sin(wt), et la variation de
I’accélération est % = —Aw? cos(wt). La variation de la vitesse est donc de signe opposé a la

variation % de Daccélération si m/2 < w < 7 ou 37/2 < w < 2.
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B. Resorts

Les forces appliquées aux points A et B sont indiquées en rouge.
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C. Oscillateur harmonique vertical Durant la descente, la compression du ressort augmente
et le soutien nécessaire est de plus en plus petit.

sans compression avec compression
(M est soutenue) (M est soutenue)

Enfin, plus aucun soutien n’est requis pour que la masse reste immobile. La déformation atteint alors une
certaine valeur pour laquelle le poids est entiérement compensé par la force due au ressort :

- kdéquilibre
Systéme : objet de masse M
Forces : le poids et la force de rappel du ressort

Loi applicable : 2™¢ loi de Newton (équilibre)
Mg - kdéquilibre = 6

Remarque : la force élastique est dirigée vers le
haut. Seule sa norme est inconnue.

avec compression
(M n’est plus soutenue)

En projetant I’équation de Newton selon la direction verticale €, la composante de la force élastique est
positive :
_kdéquilibre - +kdéquilibre€z ou déquilibre - ||déquilibre|| .
Il vient
Mg

_Mg + kdéquilibre =0 = déquilibre = 7 s

d’ott la longueur du ressort a ’équilibre ¢ = £y — dequitibre = o — % .



D. Oscillateur harmonique amorti et forcé

Pour chacun des cas, on exprime la trajectoire comme
2(t) = 4(t) + (1),

ol z4(t) est la solution générale de I'équation homogene et x,(t) est une solution particulieére de I’équation
non homogene.

a) Dans le cas k = 0, le discriminant A = b? — 4km = b? est positif. En conséquence, le mouvement est
dans le cas surcritique. En appliquant la formule du cours, on obtient la solution générale de I’équation
homogeéne :

z4(t) = Ae* + Be.

1, Y2 sont donnés par

_ —b+ Vb —4km

0
71 om
et
B —b—Vb%2 —4km B —b
Yo = m - m )

et donc on obtient )
z4(t) = A+ Be m".

Comme vu dans le cours, la solution particuliére est donnée par

xp(t) = C cos(wt + @),

ou
O S _ f
my/ (W — w?)2 + b2w?/m2  my/wt + b2w?/m?
et

arctan (ﬁ) , stw <wo=+/k/m

= 7 + arctan (—> .
T + arctan (m’—l’“), siw > wy = +k/m mw

(w§—w?)

¢ =

A et B sont déterminés par les conditions initiales :

x(t) =A+ Bew' + C cos(wt + ¢)
z(0)=A+B+Ccos¢p =0
(0) = — EB — Cwsing = 0.

m

La solution du systéme pour les constantes A, B est

A :w — Ccos ¢
B —Cwmsin ¢
b
La trajectoire est donc
z(t) = —Cmu;)smqb —Ccos¢ — —Cmo.;sm gbe_%t + C cos(wt + ). (1)



' =z/C

t' = wt

FIGURE 1 — Graphique de la solution de la question A.a (exprimée en quantités adimensionnelles) pour
trois valeurs différentes de %

On représente aussi la trajectoire sur un graphique. Lorsque les valeurs des paramétres dimensionnels
d’un probléme ne sont pas connues, il est habituel de représenter les graphiques en fonction de variables
adimensionnelles 2’ = z/C et t' = wt :

T (t) = % sin ¢ — cos ¢ — % sin e~ ma’ + cos(t' + ¢).

Le graphique z/(t') pour trois valeurs différentes de % est montré en figure 1.

Dans le cas b = 0, le discriminant A = b? — 4km = —4km est négatif. En conséquence, le mouvement
est dans le cas sous-critique. La solution générale de ’équation homogéne est :

x4(t) = Acos(wot) + Bsin(wot),
ol wy = \/% . Pour trouver la solution particuliére, on substitue 'ansatz

z,(t) = Ce ™
dans I’équation différentielle pour obtenir

mA2Ce M + kCe ™M = fe M o

f

C:m/\2+k;'

A et B sont déterminés par les conditions initiales :

fe
x(t) =Acos(wot) + B sin(wpt) + oy >
/
0)=A+ —~—_ —0
2(0) =A+
Af
() =B — M
1(0) wo o CR?
La solution pour les constantes est :
/
A=— —7
mA? + k
Af
B=—_"7
wo(mA2 + k)
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FIGURE 2 — Graphique de la solution de la question A.b (exprimée en quantités adimensionnelles) pour
quatre valeurs différentes de %0

La trajectoire est

fe—kt

cos(wot) + T E

sin(wot) +

2(t) = CmA+k wo(mA? + k)

Comme dans la question précédente, on exprime la trajectoire en fonction de quantités adimension-

nelles 2/(t) = wgc, t' = wot :

A Ay
2'(t') = —cos(t') + —sin(t') + e wo?
Wo

Le graphique de la trajectoire pour quatre valeurs différentes de A/wy est montré en figure 2.

c) La solution de 'équation homogéne est identique au cas précédent :

z4(t) = Acos(wot) + B sin(wot),

ol wy = \/g

Pour trouver la solution particuliére, on substitue I'ansatz
xp(t) = t(dy cos(wot) + da sin(wpt))
dans I’équation différentielle pour obtenir

#(t) = dy cos(wt) + dy sin(wt) + t(—dywp sin(wot) + daw cos(wpt))

#(t) = 2t(—dywp sin(wgt) + dawy cos(wot)) — wit(dy cos(wot) + da sin(wot))
mi + kx — f cos(wpt) = 0 =

— 2mdywg sin(wot) + 2mdawg cos(wot) — wamt(dy cos(wot) + dy sin(wot))+
+ wimit(dy cos(wot) + dy sin(wot)) — f cos(wot) = 0 =

— 2mdywg sin(wpt) + (2mdawy — f) cos(wot) = 0.

Pour que le c6té gauche de la derniére équation soit identiquement nul, il faut que les coefficients des
termes proportionnels a cos et sin soient nuls :

f

2mwy

d1:0, d2:
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t = wyt

FIGURE 3 — Graphique de la solution de la question A.c (exprimée en quantités adimensionnelles).

En conséquence,

zp(t)

= t sin(wot).
2muwyg (cot)

A et B sont déterminés par les conditions initiales :

x(t) =A cos(wot) + Bsin(wpt) + t sin(wot)
mwo
z(0)=A=0
ZL’(O) :BWO =0
La trajectoire est donc
x(t) t sin(wot).

2muwyg

Comme d’habitude, on représente le graphique de la trajectoire en fonction des quantités adimensionnelles
7' = ot = wot
= m = wot :

1
2(t) = §t' sin(t").

Le graphique de la trajectoire est montré en figure 3.



Problémes

1 Araignée suspendue a un fil élastique
z=0

Vu depuis le référentiel de 'arbre,
les positions sur 'axe Ox sont re-
pérées par la coordonnée xr comme
indiqué sur le dessin.

a) Systéme étudié : 'araignée.

Forces qui agissent sur l'arai-

gnée de masse m :
x

Pesanteur : mg = mg é,. (2)
Force élastique du il :  F. = —k(z — L) é,, (3)

ou é, indique un vecteur unitaire selon 'axe x.

La position d’équilibre est telle que YF =0. Sa projection sur 'axe x donne
m
mg —k(ze, —L)=0 = :veq:L+7g.

Remarque : il est possible de poser l'origine O a un point different, par exemple au point d’équilibre
x = L (appelons cet axe O'z’), ou encore au point x = x., (appelons cet axe O”z” ). Dans le premier cas,

I'expression de la force élastique du fil va changer en F) = —k(z’ — 0)é,, = —ka'é’,.. Dans le deuxiéme cas,
la variation en z due au ressort sera Az” = 2" — z7 avec x5 = —%¢ obtenu par le calcul de la position
a vide du ressort relative a la position d’équilibre, et F,' = —k(x” — z{j)él. Ces repéres sont exactement

equivalents cependant les équations seront plus simples & écrire en placant 'origine au point d’attache
du ressort.

b) L’équation du mouvement est donnée par la deuxiéme loi de Newton S F = md. Avec les forces
énoncées plus haut et projetée sur é,, elle devient :

mi = —kx + kL +mg . (4)

c) On sait que la solution générale de I’équation différentielle (4) est de la forme z(t) = A cos(wot+¢)+ 7.
On la dérive deux fois pour obtenir la vitesse et 'accélération de 'araignée

t(t) = v(t) = —Awg sin(wot + ¢) (5)
i(t) = a(t) = —Aw? cos(wot + ¢). (6)

En substituant les expressions de x(t) et Z(¢) dans (4) on trouve

—mAw; cos(wot + ¢) + kA cos(wot + @) + kT — kL —mg =0 (7)
(=mwi + k) Acos(wot + ¢) + kz — kL —mg = 0. (8)



Comme la relation (8) doit étre vérifiée pour chaque ¢, les deux expressions soulignées doivent indé-
pendamment s’annuler :

kz — kL —mg=0 = f:%+L 9)
2 2 |k
—mw;+k=0 = k=nmw; = w = = (10)

La quantité T représente donc la position d’équilibre de I'araignée, alors que wqy est bien la pulsation
) 0
propre dont I'expression correspond a celle vue en cours pour un ressort de raideur k.

L’équation du mouvement est la méme que dans la question a), (Eq. 4), mais avec un terme supplé-
mentaire pour tenir compte des frottements. La projection de la force de frottement sur ’axe vertical
est donnée par F, = —nzx, et I’équation du mouvement devient

mi = —kx + kL +mg —nt. (11)

Pour répondre a la question, il est nécessaire d’éliminer par un changement de variable les termes
constants de I’équation du mouvement. Pour nous guider, ’équation du mouvement peut étre récrite

i+ﬁzfc+£<m—L—@>:0. (12)
Avec le changement de variable
z=z—L—— (13)

on a que r = 2 et & = Z, et ’équation du mouvement devient
k
s+ Ly Za0. (14)
m m
On peut alors identifier les coefficients avec les parametres v et wy définis au cours :

g

.
2m
wo = \/% (16)

L’oscillation est sous-critique si v < wp, d’olt on trouve la condition sur le paramétre 7 :

k
/Py = n<2vVkm. (17)

2m m

Remarque : puisque F = ni, le paramétre n a comme unité des kilogrammes par seconde, [kg/s|, et
lon peut vérifier que le résultat ci-dessus est consistant car Vkm a aussi lunité de [kg/s].

La pulsation effective de 1'oscillation est
s 5 |k n? \/ 4km — n? (18)

TNV IV T2 T om

Dans la solution générale de l'oscillateur harmonique amorti, amplitude est proportionnelle a et
Au temps t = 0, ce facteur vaut 1. Il sera égale a % au temps t1/2, que 'on peut déterminer comme
In2

1 1 m
Ytz — = —~t =ln—-=—-—1n2 = t = — =—2In2. 19
e 5 Yt1/2 n2 n 1/2 ~ n n ( )



Il reste donc maintenant a déterminer le nombre d’oscillations N durant un temps t1/5 : N = #1514,
ou vy est la fréquence effective de 'oscillation. Avec

w1 1 /4km — n?
= —m—— 2
R (20)
on trouve finalement
1 +/4km — n? In2+/4km — n?
N = tapn = (%m) <_#) _ In2/Akm — i o)
n

2m 2m 27 i

2 Oscillateur a deux ressorts

a)

Les forces qui s’appliquent sur le bloc sont xr=07 i
— son poids mg, |
— la force exercée par le premier res- | .
sort, : 4l
= —kzé,, Teq : +z=0
oll é, est un vecteur unitaire selon h : m |
laxe z, I | |
— et la force exercée par le deuxiéme | mg
|
ressort | foN
. ' V2
Fy = —ko(x — h)é,. Y
L’équation du mouvement est la deuxiéme équation de Newton. En projection sur 'axe x, elle s’écrit
mi = —kix+ko(h—x)+myg
mi + (ki + ko)z — (k2h +mg) =0 (22)

Afin de montrer que ’équation (22) correspond a 1’équation de l'oscillateur harmonique, on doit faire
un changement de variable. Pour cela, on définit un axe z paralléle & ’axe x mais dont 'origine se
trouve a la position d’équilibre. La position d’équilibre z., s’obtient en posant z = .4 et © = 0 dans

I'équation (22). On obtient ainsi zeq = kiﬁgg . Le changement de variable s’écrit :
koh 4+ mg koh 4+ mg .
2= =L =T — ——— = T=z24+—— = I=2Z
4 ki + ks ki 4 ko

On remplace dans I'équation (22) :

koh 4+ mg

P+ (k1 + k +
mz+ (ky 2>(Z k1 + ko

) — (k2h +mg) = 0.

Aprés simplification des termes indépendants de z :

k1 + ko
m

z=0.

On reconnait I’équation de 'oscillateur harmonique dont la pulsation est donnée par :

ki +k [k + k
wh = 1;; 2o = 17—; 2 (23)
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c) Pour le bloc, passer du plafond au point le plus bas consiste a effectuer une demi-période d’oscillation
d’un mouvement harmonique, la durée de ce déplacement vaut

T s [ m
Atm:x = 5 = = 7 7
e 2 Wo T kl + k’z

ou T est la période et wy la pulsation de l'oscillateur.
En utilisant le résultat de la partie b), on sait que le point d’équilibre du bloc se trouve a

eq — ki + ks )

et que le mouvement est décrit par
z(t) = Acos(wot + @) + Teq.
Au temps t = 0,

v(0) = 2(0) =0 = —Asin(¢) = ¢ =0oun (24)
To=0=Acos (¢) +Teq = A= Teq — T, (25)
—~~

=T

ou l'on a imposé que le bloc est 1laché du plafond (correspondant & ¢ = ) sans vitesse initiale, ce qui
correspond & la position la plus éloignée du point d’équilibre. L’amplitude A vaut donc

mg + koh

A= Teq =20 = ki + ko

Y

et le mouvement s’écrit :
mg + k’gh kl + ]{32 mg + k’gh
)= —2—2= \/ t —
x(t) <k1+k2)cos< — +o |+ o

Le maximum x,,,, de 'amplitude est atteint pour cos < klm;’”t + (b) =1, d’on

koh 4+ mg
ki + ko

Tmax = 2

Application numérique :

T 3 1+0.05 3
At:}::xmax - = = n >~ —X ( + ) = \/—_ X (1 + 005)
2 V12 2 x /3 2
1.73
~ —— x (140.05)
= 0.86 x (1+0.05) =0.86+0.04 =0.90s
20 x 4 +10 x 10 180 3x 60
Tmax = 2 =2X —=2X =3m
100 + 20 120 2 x 60

Remarque : 1l est également possible de trouver le méme résultat en utilisant la conservation de
I’énergie (qui sera vue plus tard en cours). Toutes les forces s’appliquant sur le bloc sont conservatives ;
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elles dérivent d’énergies potentielles qui permettent de définir I’énergie mécanique totale du bloc
comme

1 1 1
E= §mv2 + §k1x2 + §k2(h —x)? — mgx,

ol v est la vitesse du bloc. L’énergie potentielle dans le champ de pesanteur vaut —mgx car I'axe x
est dirigé vers le bas.
Au départ, en x = 0 avec v =0 on a

1
Ei:—kf hz.
9 2

Au point le plus bas de la trajectoire (ot v = 0 également), on a
Loy 1 2
Ef = §k1mmax + 5]{?2(]7, — Tmax)” — MGTmax-
Par conservation de I’énergie mécanique F; = Ey :
1 1 1
§k1x?nax + §k‘2(h — Trax)? — MGTrmax = éthz.

Cette équation peut s’écrire sous la forme

k k
Timax xmax% — (keh +mg)| = 0.

Ses deux solutions sont les coordonnées des points ot la vitesse est nulle, soit le point le plus haut de
la trajectoire en x = 0 et le point le plus bas de la trajectoire en

koh 4+ mg
ki + ko

Tmax — 2

3 Ressort dans une boite

La condition pour que la boite décolle est que la force de liaison avec la table s’annule. On va donc
premiérement considérer le systéme de la boite, et observer ce systéme depuis un référentiel lié a la table.
Les forces qui s’appliquent sur la boite sont :

— son poids Mg,

— la force 137’, exercée par le ressort sur la boite, au point d’attache du ressort,

— et la force de soutien de la table N (force de liaison).

On choisit un axe x dirigé vers le bas avec son origine au point d’attache du ressort, et les forces s’écrivent
alors

Mg= Mgé,, (26)
Fr=—k(0—(z—1) éy = k(z — o) &, (27)
N=N,é,, (28)

ou z est la coordonnée de la position de la bille, et IV, est la composante de la force de soutient sur
I’'axe x. Quand la boite est posée sur la table, la projection N, de la force de soutient est strictement
negative (i.e. dirigée vers le haut). La boite décolle si la table ne la soutient plus, autrement dit si la force
de liaison devient nulle : N, = 0.

12
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r=0 1 Y x=0 M MG
: Y Al : 1;’; ' xeqz:; 'i”
mg Teg + A 7 TN

La condition d’équilibre de la boite (2éme loi de Newton avec accélération nulle) s’écrit :
F'+ Mg+ N =0. (29)

En projetant la condition d’équilibre (29) sur l’axe x on obtient :

k(z —1y)+ Mg+ N, =0, (30)
et donc
N, = —k(z — 1) — Mgy. (31)
La condition N, < 0 pour que la boite ne décolle pas implique alors
M
P Nt (32)
k
Donc, la boite décolle si
M
z<ly— 79. (33)
Pour relier cette position de la bille avec I'amplitude A de son oscillation, on gonsidére maintenant le
systéme de la bille, soumise & son poids, mg = mgé,, et la force du ressort, F,, = —k(x — ly) é,. Son

oscillation se fait autour de sa position d’équilibre x4, que I’on va maintenant chercher a déterminer. A
I'équilibre (figure de gauche), la position de la bille est z.,. La deuxiéme loi de Newton appliquée a la
bille donne F, + mg = 0. En projection sur laxe z,

—k(Teqg — lo) +mg =0,
d’ou
mg
7.
Lorsqu’elle est en mouvement, la bille suit un mouvement oscillatoire harmonique. Elle effectue des
oscillations d’amplitude A autour de la position d’équilibre z.,. La figure de droite montre la position
d’équilibre et les positions des maxima de l'oscillation & x., — A et z., + A.

En combinant la condition donnée par I'équation (33) et le fait que z > ., — A (la position z est toujours
plus grande que la valeur minimale possible z., — A), 'amplitude A doit satisfaire

fEeq = lo + (34)

M
xeq—Agxglo—Tg, (35)

d’otl on trouve, en utilisant I’équation (34) :

A> Al + ]Zg _ (m +kM)g . (36)
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Remarque : Un raisonnement plus court et intuitif permet de vérifier ce résultat. Pour une certaine
amplitude A de 'oscillation, la force maximale exercée par le ressort sur la boite est atteinte au sommet
de la trajectoire de la bille. La longueur du ressort vaut alors lyin = Teg — A =l + % — A, et I’élongation

vaut :

m
Al=lyin = Iy = 72 =

Pour que la force sur la boite soit dirigée vers le haut, il faut que le ressort soit comprimé, c’est a dire

Al <0, don %2 — A < 0 et ainsi en valeur absolue |72 — A| = A — 2. La norme de la force sur la boite

k k
(dirigée vers le haut) est alors k(A — 72) = kA — mg, et la boite décolle si cette norme dépasse celle du

poids de la boite Mg (dirigé vers le bas) :

EA—mg > Mg = Azw
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