Cours 6

Problémes de convection-diffusion stationnaire 1D et 2D
et éléments finis

Un exemple : champs thermique stationnaire (approche eulérienne) d’'un
traitement continu de durcissement surfacique d’'un acier par trempe superficielle.

Laminage a chaud et trempe superficielle

Laminoir cannelé

Approche eulérienne: T(X,y) en régime stationnaire avec refroidissement surfacique

—_—

pCpV.ﬁ kAT =0 avec V = Ve,



Probleme 1D de convection-diffusion et éléments finis

Soit f:x € [0,1] — f(zr) e Retc:a e |0,1] — c¢(x) € R deux fonctions
continues données et soit £ > 0 fixé. Nous cherchons une fonction v : x € [0, 1] —
u(x) € R satisfaisant

—cu'(x) + e(x)u'(z) = f(x) Vo €]0, 1],

w(0) =u(l)=0. (14.1)

Le probléme (14.1) est appelé probléme de convection-diffusion station-
natre. Le terme de diffusion est —su” () alors que le terme de convection est
c(x)u'(x). La fonction c(x) est la vitesse.

Ex1: conservation du soluté de concentration c(x) stationnaire (v(x)=vitesse):
V(x).Vc +div(-DVc) =0 avec D en m°/s (coefficient de diffusion)

Ex2: conservation de 1'énergie T(x) en régime stationnaire avec terme de source:
pC.V(x).VT -k AT =Q;



Probleéme 1D de convection-diffusion: couche limite

Cas c = ¢, = vitesse cste et f = f,= cste: -eu"(x)+c u'(x)=f, avec u(0)=u(1)=0.

Solution particuliere: u=ax donne a =f{ /c,

Solution homogene: -gu"(x)+c u'(x)=0 donne u'(x) = Be® ,u(x) =A+ Bl s
C

(o)

. " € x
Solution générale: u = A+ B—e*® +1 x/c,
C

(o)

u(0)=A + =B =0. et u(l)= A+B—c* +f /c_=0.
C C

0

soit B =f0/8[1-egoj ctA=-—B
C

: f l-ef
soit u(x) =—>| X -
C

Co

© l-et



Problemes de convection-diffusion: couche limite
% _ X0
u(x):f—O x- 1 :f—o(x— e j avec § = ¢/c, [m]

cO
C, l_e? 0

: C . : . o -
sic, >0 et —= est trés grand (convection tres grande devant la diffusion),

€
f A —_— U (I)
alors 0 est tres petit et u(x) =x—= pourx < 1-9 fo/co

0 -

u(x) redescend vers 0 en x = 1 sur une couche limite o

_ C
Cette couche limite 6 est d'autant plus fine que — est grand
€

exemple pour thermique dans I'Aluminium:

pC,V.VT -k AT =Q, avec V=c, 0. T —

-eAT+V.VT = %QT avec V=c¢, ete =L,diffusivité thermique O(e/co)

p p p

e Fig. 14.1 Solution u(x) lorsque ¢ << cg.
Couche limite pour I'Alu: ¢ =10" m°/s g 1(x) lorsq 0

sic,=lm/s,8=¢/c, =10" m=100 um
sic,=1 mm/s,8=¢/c,=10" m=10cm



Problemes de convection-diffusion et élements finis

2 stratégies de résolution numérique pour “capturer”’ cette couche limite:
- affiner les éléments finis en approchant x = 1 (intérét des EF compareés aux

différences finies ...)
- ou utiliser des fonctions d’interpolation présentant un upwind (SUPG, streamline

upwind Petrov-Galerkin, éléments dccax4 dans abaqus).

fo/co

Abaqus: *ngen, bias = 1.1 (progression géomeétrique de raison 1.1)



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Résolution numérique 1D par les éléments finis

—cu'(x) + e(x)u'(z) = f(x) v €]0, 1],
u(0) =u(l)=0.

Formulation faible: on multiplie par v(x) continue, de premiere dérivée v’(x)
continue par morceaux sur [0,1] et telle que v(0)=v(1)=0.

’ensemble V de ces fonctions v est un e.v de dimension infini.
On obtient la formulation faible du probléme:

Nous cherchons une fonction u € V telle que :

1 1
5:/ u'(z)0" (v)dx +/ c(x)u (z)v(x)dr
Jo Jo

1
N / f(x)v(z)dx YVveV.
Jo



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis linéaires 1D: fonctions chapeaux

Soit N points 1, ...,xyN situés a l'intérieur de 'intervalle [0, 1] tels que xg =

0< i <a2<...<any <1 =uaxn41. Considérons les N fonctions o1, ..., ON

définies de la facon suivante :

( L — T5 1 .
S S ri1 <xr<xj,

Ty —Tj1

: T — T .
Y (;1‘-) =q — I g r; <x < Tjy1,

Ty — T4
L 0 sl §E‘ [;’.t‘j_l.;l‘-j+1].
Les fonctions o1, ..., N appartiennent a 'espace V' et sont linéairement indé-
pendantes. Soit 1}, 'espace engendré par les combinaisons linéaires de o1, ..., ¢n.

| —




Problemes de convection-diffusion et eléments finis
Résolution avec les éléments finis linéaires (fonctions chapeau)

On cherche u, € V, tel que pour tout v, de V,, on ait

1 1
5/ u’}](:z*)-a.';l(;r)d;r+/ c(x)uy, (x)op (x)de
Jo Jo

1
N / f(x)vp(x)dr Vop € Vi,
0

Exprimons u; comme combinaison linéaire de o1, ..., L oN, c'est-a-dire
N
up(r) = E wipi(x) Vo € [0, 1].
i=1

Cela revient a chercher u,,u,, ...uy tels que

ZU;/ e (x) s (@ +c(:r):pf;(;r):pj(;r))d;r

/ f(x v)dx, j=1,....N.



Problemes de convection-diffusion et eléments finis
Résolution numérique 1D avec des éléments finis linéaires:

I1 faut résoudre le systeme Au = f avec :

1
Aji = / (:p’;(z)gg (r) + f._'.'.(;.lf)""-‘;(:I‘)ir’}_-j(;’l‘))d.‘lT, i,g=1,..., N,
Jo

1
fi= / flx)p;(x)de. j=1,....N.
0
ol c(xr) = ¢o = constante, f(z) = fo = constante et lorsque
les points 1....,. vy sont uniformément répartis (h = 1/(N + 1) et x; = jh,

Attention: A; # A; (sauf sic(x)=0) N



Problemes de convection-diffusion et elements finis
Résolution numérique 1D avec des éléments finis linéaires et un maillage régulier:
1

1
Termes diagonaux A, = j g dx + j C,0.¢:dx
0

0

1 Xy X; X
A= ! e 2dx + _:[co(pl(p;dx - xz.‘l%dx-l—%) j | (pldx—%o j ¢.dx
2he 2¢




Problemes de convection-diffusion et élements finis

Résolution numeérique 1D avec des éléments finis linéaires et un maillage régulier:

Calcul des A, et f; avec f(x) = f, = cste

1 1 f / f dl J:J_:\T
Ai,i+1:_.- S(Pi(P}HdX + J.CO(Pi(P;HdX /
" xj+1
xit] xi+1
“*1_.“ ( j dx + j O(Plldx f, J‘f(X)(PJ(X)dX =f, X3.‘1([) (x)dx + f, j ¢, (x)dx
h . h
-1 C : f —f ( j hf
Ai,i+1:8(?jh T f ;!: (PidX 9




Problemes de convection-diffusion et élements finis

Exo 6a: montrer que A, ; = -e/h — ¢, /2 et ;= h fyavec f(x) = f, = cste et
c(x)=c, pour le pb de convection-diffusion 1D avec des fonctions linéaires
(fonctions chapeaux).

A= I ep;pidx + Jcocpjcp;dx

0 0

f;/ f(a r)dz, jg=1,...,N.



Problemes de convection-diffusion et eléments finis
Résolution numérique 1D avec des éléments finis linéaires:

At =f avec A matrice NxN tridiagonale (de largeur de bande 3)

non symmeétrique a cause du terme de tranport ¢,

A= -




La matrice A n'est pas symétrique mais elle est pentadiagonale.

De plus pour i impair, A;;, = A,

Aﬁ:/;(

1 1
. _ ,2 )
Termes diagonaux A impair—j gp; dx + jCO(Pi(pidX
0 0

4

Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis 1D quadratiques sur un maillage régulier

egi(2)¢]

IREA

() + c(x)p; (2)p; (:r)) dax.

1y

]

L(r)

1,i+2

J'I+_];[.F'.'

Qi.impaire  Qj-paire

= 0 ce qui n'est pas le cas pour 1 pair.




Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis 1D quadratiques sur un maillage régulier

1 1
Termes diagonaux Aii:_‘- g dx + J. ¢, 0,0;dx pour i impair
0

(& — 23) (& — T441)

0 . (trps —20)(Tres — Tir1) siz; <r<wiy,
Yip1(x) = 2 3
1 impair: ¢;(X) =y, ,(X) = _4(X_Xih)}(1X_Xi+l) sur [X;,X;,, ] 0 siz<ziour> Ty
-4(2x-X, —X,,,)
et ' (x) = L sur [X X,
(pl( ) hh [ 1 1 ]]
16¢ ' 16 "
i (G impaire) = % I (u-thu)2 du +h—?cOJ‘u(u—h) (2u-h)du avec u =x-x,=x-x,,,+h
0 0
h h . - . . .
Aii (i impaire) - ﬁl[(zu'h)sJ +gcoj(2u3 -3hu2+h2u)du } (*D!'lmpalre gp"'p'awe
h™ 6 o h !
B h
l6elp 5 57 l6¢, | u* . 5 h*u’
ii (i impaire) Fg[h +h :|+ h40 2 A -hu’ +

L 0

1 1] 1
ii (i impaire) 1681+16CO —-lt— = e T
h 2 2 | 3h




Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis 1D quadratiques sur un maillage régulier

Exo 6b : calculer les termes diagonaux [ om) oy .
8 i—1 ° =T
1 1 ( — 21 ) (w5 — 2, L )
_ ’2 , ° 0 :
Ai’i—J‘ ep;dx + _.-co(pi(pidx pour i pair by = 1 @z —zy)
0 0 ( . ( . - S1T; =T S Tiaq,
r; — T ) (2 j._z-_+%}
0 sizr<wx,_i1ouxr=> X113
G @ Oy
L4 Vi)
1
N N



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis 1D quadratiques sur un maillage régulier

(x —x;)(x —xiq1)

1

(10 —wi) (23,1 — Tig1)

Aji = / (ﬁ;;(l)fj () + c(x)y; f'i‘)*r?j(:’t')) dr Vipil(a)= 3 b T
J0

0 sie<x;oux > aig.

si €r; '_ xr '_ Litq,

1 1
. o , . . (z—x;q1)(x —2;_1)
Termes Ai,i+l—jsmi@i+ldx + jco(pi(pmdx pour i pair e ey STmiSTsa
0 0 7 1— 1 i—5
—{ (—zip)(@—zip1)
. . Vi) = - h - *3 sir; <o < T4,
1 pair: le support commun entre ¢, et ¢.,, est [X,,X,,,] (w3 = Tip) (@i — 2y 1)
0 Slr < T 0uUT > T4,

sur [X;, X, ]:

Qi P Py
0 (X)Z 2(X-Xi+1)(X-Xi+1/2) _ 2(u-h)(u-h/ 2) AVEC U =X - X, | R Ui ()
1 2(u'h/2)+2(u'h) 4u-3h Y i—%{'l ) 1 i1 (l
¢ (x)= =
hh hh
o AGe)(xex,)  4u(uh)
0p (X) = Wiy (X) h o :r
-4(u-h)-4u _ -8u+4h N N

' —
et @'y, (X) = - - P Ty o1 iy 2



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis 1D quadratiques sur un maillage régulier
1 1
Termes A, = I £0;0;,,dx + I C,®;¢;,,dx pour ipair
0 0
1 pair: le support commun entre ¢, et ¢, est [X,,X,,,], on pose u=x - X,

Xit1 Xi+

A= J £91p;dx + | c,9,0;,dx

h h
Aml:h% [ (4u-3n)(-8u+4h)du +fl—g [ (w-h)u-h)(-8u-+4h ) du
0 0
h h
€ C
=17 ! (-32u+40uh-12h* ) du 5 ! (-16u*+32u’h-20h*u+4h" ) du
A= -320°3+20uh-12un* | +¢[ -4u* +32u°h/3-10h*u’ +4uh’ |’
o o h 0
A= E( -32/3+20-12) + ¢, (-4+32/3- 10+4)_H( -32/3+8) + ¢, (32/3-10)
A= h( -32/3+20-12) + ¢, (-4+32/3-10+4) = i_fl N

3



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Eléments finis 1D quadratiques sur un maillage régulier

(x —x;)(x —xiq1)

(.I'I-+% — I; }(!i+l1 — T4 J

1 ‘
Aji = / (E?”;(»’I-’)?j () + f‘:(j'l-')%-?;(:i')&?j(:"i'))d;zr U SLL S i 0U T 2 Tiy.
Jo . |

si €r; '_ xr '_ Litq,

Slz, =T < Ty,

Pour i impair, A, ,=0etA.. ,=0 o (75 — Ti01) (@i — Tipg)

Lit2

mais pas pour 1 pair ! 0 si @ < @1 0u T > T

O O Oy

exo 6c¢: b1 (: V(@

1 1
Calculez A= j e@:p; dx + jco@i@;_ldx pour i pair
0 0




Probleme 2D de convection-diffusion et élements finis
Résolution numérique 2D d'un pb de convection-diffusion transitoire:

Soit ) un domaine polygonal dans le plan Oxzix2, de frontiére OS2 et soit
) = QUIN. Nous nous donnons une fonction f : (z.t) € A x Rt — f(x.t) € R,
une fonction vectorielle & : (z,t) € Q x RT — &(x.t) € R%, un nombre positif ¢
et une fonction w : x € Q — w(xz) € R. Dés lors, nous posons le probléme de
chercher une fonction u : (z,t) € Q x R™ — u(x.t) € R telle que

%(:r, t) —cAu(x,t) + ¢(x,t) - gradu(z, 1)

= f(x.t) Ve e ), Vi>D0,
u(x,t) =0 Yo e 00 vVt >0, (14.24)
u(x,0) = w(z) Vr e,

E(X,y,t) = ;/(x,y,t) est le champ connu de vitesse
Ex: pb de la chaleur dans un fluide en mouvement: convection et diffusion

% + \_}(X,y,t)ﬁT - L AT = LQT(X,}’,‘[)

pC, pC,



Problemes de convection-diffusion et éléments finis
Résolution numérique 2D d'un pb de convection-diffusion transitoire:

Triangulation du carré unité et définition de 16 fonctions chapeau
localise sur les 16 points intérieurs du carré (points Pi et h = 1/5)

la solution approchée u, (x,t) est projetée . —

sur la base des ¢@,,....¢ a chaque t>0:
N=16

u, (X,0) = u; (D)o, (x) = Z u; (o, (x)

Pry

Pl P;)_ PL
Qo1 Q11 Qo

>

Qoo Q1o 20 1

Fig. 11.4 Le carré unité et sa triangulation pour L = 4.



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Cela revient a chercher u, (t),u,(t), ...uy (t) tels que pour tout j=1 a N

//w Jpi(x)dr + € Zu //gmdﬂ(z gmd\;i( v)dx
+Zul(f // x,t) glmlgg-(-' ﬂ r)dax _/ fla, t)p;(x)dr.
1

1=

On obtient la discrétisation spatiale:

Mi +Atd=f avec M =j@i@jdV
Q

et A= [eVo, Vo dV+[(E(x.0.Ve, Jp,dV
Q

Q



Problemes de convection-diffusion et élements finis

Carré unité avec L =4

Matrice de masse M, M= j(pgp ,dV est nona-diagonale.
Q

Sa demi-largeur de bande est 4. G 1
2 |ct B C
ﬂf — _s N 5 ~
12 cT B C
cT B
ol nous avons noté
6 1 1
) 1 6 1 ) 1 1
B = ot (' =
1 6 1 1
1 6




Problemes de convection-diffusion et élements finis

Exo 6d : dans le pb de convection-diffusion 2D, montrer que les termes
diagonaux A; valent 4¢ si la vitesse c(x) est donnée par:

—

c(x,t)=c, (t)uy

Qo2

A= ISV(in(pjdVJrJ-(E(X,t)ﬁ(pi )(pjdV
2 2 Qo1

Qoo 10 (020



Mercredi 5 Novembre: correction des exos 6 et introduction
a abaqus

Mercredi 12 Novembre: propé1 de 15h15 a 16h30 (aucun
document), présence obligatoire (examen)
NB: 1/3 temps supplémentaire pour 3 étudiants (18h15)

Mercredi 19 Novembre : correction du propé1
et abaqus ...
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