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Corrigé du propél du 30 Octobre 2024
Soient c(x) et f(x) deux fonctions scalaires continues sur I’intervalle [0,1] et € un réel positif,
on cherche une solution approchée de u(x), solution sur I’intervalle [0,1] de :

-eu"(x)+ c(x)u'(x) = f(x) avec u(x=0)=u(x=1)=0 (pb. 1)

Il s’agit d’un probléme de convection-diffusion stationnaire dans lequel le premier terme
représente la diffusion et le second terme le terme de transport, c(x) étant la vitesse de transport.
Le but de I’exercice est de trouver la solution approchée par €léments finis avec un maillage a
pas défini par une progression géométrique.

1. Donner la formulation faible du probléme ci-dessus en choisissant une fonction test v(x) a
dérivée continue par morceaux et telle que v(0)= v(1)=0.

On multiplie 1’équation que vérifie u(x) par une fonction v(x), on intégre de 0 a 1 et on utilise
une intégration par partie pour le premier terme :

j -€ % v(x)dx +j c(x)u'(x)v(x)dx = Jl‘ f(x)v(x)dx,

e[uVEX)] +e j WEV(x)dx + j (U (X)V(X)dx = j fx)v(x)dx

0

avec v(0) = v(1) =0, il vient [u’(x)v(x)]:) =

Isu'(x)v'(x)dx +J. c(x)u'(x)v(x)dx = J. f(x)v(x)dx, (eq.1) ceci pour toute fonction v(x)

2. Soient N un entier positif et q un réel positif, on établit une discrétisation du segment [0,1]

a I’aide d’une suite géométrique de raison q en posant :
' j=i-1
i1~ X;=h;=q’h, pourj=0,1,...N avec x,=0. Onadonc xi=z h;
=1
Calculez ho en fonction de g et N. On rappelle la somme des N premiers termes d’une suite
j=N ) 1 N+1
géométrique : qu -1
=0 1-q
Le segment [0,1] a donc pour longueur la somme des hj, ceci permet de déterminer hy :
= j N+1

=N =N ) 1- q 1- q
Xt :Z:hj =1.0:Z:h0qJ =h, soit h, = —/5
0 0 l-q 1

X

3. On définit alors les N fonctions d’interpolation linéaire (fonction chapeau) ¢; centrée en Xx;.
Faire un graphe de la distribution des x; dans le cas q < 1 et dessinez une fonction ¢i. Quelle
est le support (ou I’adhérence) d’une telle fonction ;i ?

Chaque fonction ¢; est non nulle sur [xi.1,Xi+1] : elle a donc une adhérence valant hj. +h;.
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¢,avecqg<1

0 Xi_1 X Xis1 1
h; 4 h; = thf1
4. On appelle Vn I’espace vectoriel de dimension N des fonctions engendrées par les
combinaisons linéaires des fonctions de base @1, @2,....pn. Ecrire I’approximation de Galerkin
dans Vn du probléme ci-dessus.
L’approximation de Galerkin consiste a trouver u dans Vv, notée un, telle que I’équation (1)

soit valable pour toute fonction v(x) de VN que nous notons vn :
1

j ' (X)v (x)dx + j c(X)u, (X)vy (x)dx = jf(x)VN(x)dx (eq.2) ceci pour toute fonction vy (x) de V.

0

5. On note u; I’approximation de u(x) en x; pour i = 1, ..., N. Montrer que le probléme revient
a résoudre un systéme linéaire de la forme AU = f, ol A est une matrice carrée de taille NxN,
U un vecteur de N composantes Uy, ... uy et f le vecteur second membre de taille N. Donner

I’expression des composantes de la matrice A et de celles du vecteur f en fonction des
fonctions @i(x) et ¢i’(x) et des données du probléme.

On cherche un dans Vn donc un(x) s’écrit a 1’aide des u; :
N

up(x) = Z uip;(r) YV € [0,1],

i=1
I1 faut et il suffit que pour toutes les fonctions ¢; (j = 1 a N), nous ayons :

N -1
Z u; / ( '?":E.Hr‘ll \E) + f'l.r"}r‘f [.1']?'1(.1‘))#.."
i—1 0

1
= [ flx)p;(x)dr. fr LSO E—— V.
Jo

Cela revient a écrire le systeme linéaire sous la forme Au =f ou u et f sont les N vecteurs de
compostantes u,, ...uy , f le second membre et A une matrice carrée de taille NxN.

1
Aji = / (:,:’1—(,1');_’}(.1’) + r~(.r),::(,r);j(,1'))rl,r, g =1, .0 N,
Jo

/ Tl r)dr, =il e N.
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On remarque que A n’est pas symétrique : ceci provient du terme convectif (de transport).

6. Quelle est la largeur de bande de la matrice A ? Justifiez votre réponse.
A n’est pas symétrique et sa largeur de bande est 3 car une fonction @; a une adhérence (un
support) commune avec elle-méme, @j+1 et ¢j-1.

7. Par la suite, on pose c(x)=co, une constante. Calculez Aii en fonction de 1, q, ho et des données
du probléme.

A=j.(s( ')2+CO' )d =¢ by, by +c LJ. d CLJ. d
ii ) ¢, 0;0; |dX hi2-1 hi2 oh 0 X'oh ¢;dx

-1 by, i

h,,  h h, h. 1 1 1 1 € 1
A= el St [T e -5 —=¢ t— |7 T [T
hi, Kk 2h,, 2h, h, h,q h,q h,q q

8. Calculer A;;+1 en fonction de i, g, ho et des données du probléme.

_1 . ' _ 1}(_1} 1 . (IJ CO _ -£ CO
Aii+_ ii++ i+id_ — || — |[dx +¢c,— id =-g| — |+ — = i—i—_
i+l I(ap(l) 1160 1(P) X Sj-(h — |dx cOhi J(P x =gl - : )

0 h; i i i

9. Calculer Aj;.1 en fonction de 1, g, ho et des données du probléme.
1
o , 1 -1 -1 1 c € c
A = |leoo. T, 0,0 Jdx=¢|| — | — |dx +¢,| — dx=-g| — |- 2=-—r—--2L
i,i-1 _([( (pl(pl-] O(Pl—l(pl ) h_[ [hi_l j(hi_l j 0 [hl th‘ (pl [hhl j 2 hoql 2

10. Calculez la composante fj du vecteur second membre fen prenant f(x)= fo(1+x) a I’aide de

la formule composite des trapézes données ci-dessous.
1 N-1 .
Soit I(x) une fonction intégrable sur [0,1], alors jl(x)dx = Z(%}(l(xi)ﬂ(xm))

0 i=0
On pose I(x)=f, (1+x)¢; (x) qui est non-nulle en x;

Quand i = j-1, 1(x, }*I(x.,) = 0 + 1(x)=F, (1+x,) et quand i =, I(x, }Hl(x,,,) = I(x,) + 0 = £, (1+x).

insi 1 XX XX, hy, h;
Ainsi fj=_[(f0(1+x)(pj)dx=f0 S5 () | = )= £ | = () + £ | (1)

0

f.=f, (%}(ij)qj'l (1+q)

11. Dans le cas ou c(x)=co < 0, préconisez-vous de prendre q < 1 ou q > 1 ? Justifiez votre
réponse.

La vitesse est négative donc le fluide circule vers la gauche. On prendra donc q > 1 car la
couche limite va se former proche de x = 0. Ainsi le maillage 1D sera plus fin du c6té x = 0.,

ce qui permettra de bien « capturer » la couche limite par la solution approchée.

12. Dans le cas ou c(x)=co et f(x)= fo, déterminer la solution analytique du probléme 1.
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-eu"(x)* c,u'(x) = £, avec u(x=0)=u(x=1)=0 . On pose v=u' pour obtenir : -ev'(X)+ c,v(x) = {
On cherche une solution particuliere sous la forme d'une constante: cette constante est f;/c,
Sol. de I'équation homogene: -ev'(x)+ ¢, v(x) = 0 est v(x)=Aexp(c,x/¢)

€ €

Ainsi v(x)=Aexp(c,x/e) + f,/c, et u(x)=[ ]Aexp(cox/s) +f,x/c,+B. Or u(0)=( JA +B=0

Co Co

etu(l)= £ Aexp(c,/e) +f,/c,+ B=0dou A= E _ etB=- f—° _
0 0 0
Co e J\ exp(c,/e)—1 c, )\ exp(c,/e)—1

u(x) = L exp(c,x/e) + f,x / c,- fo )1 o[ Lol | Lexple,x/e)
¢, )\ exp(c,/e) -1 0 0 e, \exp(e,/e) -1 C 1-exp(c, /¢)

Exemple du cas ¢, <0 : le fluide circule vers la gauche et la couche limite de largeur 6 apparait
vers X = 0.

X u delta -0,01
0 0
0,05 -0,9432621 |e*8 |
01 -0,8999546 (x - — ] avec 8 = &/c, [m]
0,15 -0,8499997 I-e
0,2 -0,8
0,25 -0,75
0,3 -0,7
0,35 -0,65
0,4 -0,6
0,45 -0,55
0,5 -0,5
0,55 -0,45
0,6 -0,4
0,65 -0,35
0,7 -0,3
0,75 -0,25
0,8 -0,2
0,85 -0,15
0,9 -0,1
0,95 -0,05 1,2
1 0

Boni (bonus au pluriel ...)

13. Dans le cas ou c(x)=co et f(x)= fo(1+x), déterminer la solution analytique du probléme 1.
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-eu"(x)+ cu'(x) = £, (1+x) avec u(x=0)=u(x=1)=0

On pose v=u' pour obtenir: -ev'(x)+ c,v(x) = f,(1+x)

On cherche une solution particuliére sous la forme ax+b: -ea+ c,(ax+b) = f,(1+x) qui donne:
-gatbc,=f, et ac,=f, soit a=1f,/c, et b=(f, +&f,/c,)/c,=(1+¢/cy)f,/c,

Sol. de 1'¢quation homogene: -ev'(x)+ c,v(x) = 0 est v(x)=Aexp(c,x/€)

2

Ainsi v(x)=Aexp(c,x/e) + xf,/c,+ (1+&/cy)f,/c, etux)= (i X?

]Aexp(cox/s) + ( ]fo /eyt (1+¢/cy)xt,/c,+ B

0

u(0)=(i]A +B=0. et u(l)= (i
C

Co

JAexp(c0 /e) + (%} f,/c,+ (1+e/c,)f,/c,~ B =0.

0

(ij Aexp(c,/g) + (%) £, /c,+ (1+e/cy)f,/c,+ _(i
c c

0

JA =0., 1, /(2c,)+ (1+€/c,)f, /e, = {ijA(l —exp(c, /6))
C

0 0

A= f—°(3/2+s/co ) (1-exp(c,/e)) etB=- [&J (3/2+¢/c,)/ (1—-exp(c,/e))
€

C0
2

u(x)= 5 (3/2+¢/c, )exp(c, x/e)/ (1—exp(c,/e)) + (X?j £,/ c,+ (1+e/c, )xf, /c, - (f—oj (3/2+¢lc, )/ (1—exp(c,/e))
C, 0

u(x)= fo {(3/2+s/co)exp(c0x/8)/ (1—exp(c,/e)) + (X—;J +(1+eley)x - (3/2+¢/c, )/ (1—exp(c, /s))}
CO

u(x)= o [(3/2+8/c0)(exp(cox/s)—l)/ (1—exp(c,/e))+ (X?Zj +(1+¢e/cy)x }
Co

) _ ()X ) 1-exp(x/3)
soit en posant 6 = &/c, [m], u(x) [Co JK 5 j+ (1+3)x - (3/2+9) [—1 exp(1/5) H

Exemple du cas ¢, >0 : le fluide circule vers la droite et la couche limite de largeur d apparait
vers X = 1.

X u delta 0,01
0 0
0,05 0,05175 2 i
0,1 0,106 [X—J+(I+S)X - (3/2+6)[MJ
0,15 0,16275 2 1-exp(1/9)
0,2 0,222
0,25 0,28375 1,6
0,3 0,348
0,35 0,41475 14
0,4 0,484 12
0,45 0,55575
0,5 0,63 1
0,55 0,70675
0,6 0,786 0,8
0,65 0,86775 06
0,7 0,952
0,75 1,03875 0,4
0,8 1,128
0,85 1,21974954 0,2
0,9 1,31393145 0
0,95 1,4005757
5 o 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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14. Calculez la composante fj du vecteur second membre fen prenant f(x)= fo(1+x) a I’aide
d’un calcul exact et comparez avec la valeur donnée par la formule des trapezes.

£ = (5,000, )ax = [ (5,000, )ax+ (5,100, )ax

0 by

I(f (1+X)(P dX f, I(Hx +u){ Jdu en posant X =X, +u
_|l

h.l-l

J (f,0x)0; ) dx = [f—"j{(lﬂ «-l)[hi'l}[hi”ﬂ ~f, {(Hx._l)(ﬁ}(hiﬂ
b hj—l : 2 3 ] 2 3

h;
I(f0(1+x)¢i )dx = fOJ.((1+xj+ V)(hj-V)/hj)dV en posant X =X+ v
0

J

j(f0(1+x)@i )dx:(%Jf(hﬁthﬁth 'V‘VXJ'Vz)dV—[}flJJ{(h +x;h)h; +(h;-1x )(1122}_(%?}:]

hJ 1 /0

j(fo(l‘f'x)(pi )dX = fo I:(hj-l-xjhj) +(hj_1_xj)(%j _(h?fJ:l

f=f, _(1+x )(hj"]+[h§'1]+h(1+x)+(h 1-x )[hJ} [hiﬂ
i o j.17 T i j j"j?_?

h? h?) (h
fi=f, | (hy, /2+h; x;,/2) + (3J (h;+x;h)+(-h,/2x h,/2) + [ J}_(_JH

f—%{h (th (x;-h, ) +h+h, (xﬁlh)+h2+2( J ( H

%o (h
2

f 2 1
30 Jl(1+x)+h(1+xjﬂ)+ ~h?, 3hf}

La formule du trapéze qui donne f;= ( i (14X ) +h (1+x +1)) laisse "tomber" les termes en h?et hf_l.

NB : Dans le cas ou c(x)=co et f(x)= fo, la forme générale du systéme linéaire AU = f avec un
pas d’espace constant a savoir en prenant q = 1 devient celle étudiée en cours :

Avec q =1 (pas constant égal a h,) , nous obtenons

2¢ e ¢ N i
Ay ==, Ay, = -—+ 2, A, = -— - et f=hf; (cas traité en cours).
h, 2 ™ h, 2
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hi
0,11228625
0,10105762
0,09095186
0,08185667
0,07367101
0,06630391
0,05967352
0,05370616
0,04833555
0,04350199
0,03915179
0,03523661
0,03171295
0,02854166
0,02568749
0,02311874
0,02080687
0,01872618
0,01685356
0,01516821
0,01365139

0,9

Xi

0
0,11228625
0,21334387
0,30429573
0,38615241
0,45982341
0,52612732
0,58580084

0,639507
0,68784255
0,73134454
0,77049633
0,80573295
0,8374459

0,86598756
0,89167505
0,91479379
0,93560066
0,95432684
0,97118041
0,98634861

1

N

Xi/1000
0
0,00011229
0,00021334
0,0003043
0,00038615
0,00045982
0,00052613
0,0005858
0,00063951
0,00068784
0,00073134
0,0007705
0,00080573
0,00083745
0,00086599
0,00089168
0,00091479
0,0009356
0,00095433
0,00097118
0,00098635
0,001

20

0,12

0,1
0,08
0,06
0,04

0,02

0,8
0,6
0,4
0,2

0

ho 0,11228625

hi versus i
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distribution des xi
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