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Semaine 9b —partie 1 (slides 4-39)
Objectifs d’apprentissage

» Identifier si un systéme est statiquement indéterminé
Identifier les redondants
«Libérery les poutres

Utiliser la superposition pour trouver la fleche de poutres
statiquement indéterminées




Poutres statiquement indéterminées

4 inconnues
mais 3 équations...

6 inconnues
mais 3 équations...




Poutres statiquement indéterminées

1A /PB %

RA RB

4 inconnues
mais 3 équations...

6 inconnues
mais 3 équations...




Poutres statiquement indéterminées

P

A é B
P

A 5 B

4 inconnues
mais 3 équations...

6 inconnues
mais 3 équations...




Apercu de la Méthode de ce chapitre

0.J’enléve I’encastrement qui me gene,
A 5 et le remplace par une force Ry et un
.. i moment MB (que je ne connais pas encore)

1. ]Je sais résoudre w(x) par
superposition, mais seulement en
\ fonction de RB et MB (que je ne connais pas encore)
A

B
o < 2.Je peux trouver Ry et Mg avec les
} ) conditions de compatibilité au
Rg M support enlevé: w(x = L) = 0 et
w(x=L)=0

3. Je connais donc w(x)



Les redondants Exemple 1:avec 1 seul redondant

# de redondants = (nombre d’inconnus ) - (nombre d’équation de la statique)
ici 4 réactions inconnues (My, Ry, Rp, Hy), et 3 equ. de la statique X F, = 0 et Y F, = 0 et X M, = 0)
Donc 4-3=1 redondant (a choix parmi M,, R4, Rg, Hy)

P
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RA RB

* C’est vous qui choisissez le/les redondants parmi les forces et moments inconnus

Il vaut mieux prendre ceux qui permettront de facilement « enlever » des supports.
Ici par exemple, Ry ou M,




Les redondants Exemple 2: avec 1 seul redondant

# de redondants = (nombre d’inconnues ) - (nombre d’équation de la statique)

ici 3 réactions inconnues (My, Ry, Rp), et 2 eq de la statique X F, = 0 et Y M, = 0)
Donc 1 redondant (a choix parmi My, Ry, Rp)

=

On a simplifié le probleme, car pas de forces en x

C’est vous qui choisissez le/les redondants. Vaut mieux prendre ceux qui permettent de facilement enlever des
supports. Ici par exemple, Rg ou M,



Quiz session: micro200 Deétermine/Indétermine?
Question Combien de redondants ?

A. Déterminé

B. Indéterminé. 1 redondant.

c. Indéterminé. 2 redondants.

D. Indéterminé. 3 redondants




Quiz session: micro200 Deétermine/Indétermine?
Solution Combien de redondants ?




2 eq.
2 inconnue

PareilsionaunR, en A,




Quiz session: micro200 Deétermine / Indétermineé?

Question Combien de redondants ?
A. Déterminé
B. Indéterminé. 1 redondant.
c. Indéterminé. 2 redondants
D. Indéterminé. 3 redondants




4 inconnus, 2 eqs = 2 redondants. 6 inconn, 3 egs = 3 redondants.

i

Ou symétrie, et 0 redondants...



Quiz session: micro200 Deétermine / Indétermineé?
Solution Combien de redondants ?




uiz session: micro200 , ., . .
= Déterminé / Indéterminé?

Question .
Combien de redondants ?

A. Determiné

B. Indéterminé. 1 redondant.
c. Indéterminé. 2 redondants.
D. Indéterminé. 3 redondants.




uiz session: micro200 , ., . .
2 Déterminé / Indétermineé?

Solution .
Combien de redondants ?




Poutres statiquement indéterminées

Résolution par méthode force-flexibilité = superposition

m Résumé de la méthode

1. décomposer en systemes additionnels en enlevant les redondants,

2. calculer la fleche de chaque systéme,

3. puis utiliser les équations de compatibilité pour trouver la fléeche (et aussi les redondants)
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w;(x = B) + w,(x = B) = 0

'w(x = B) = 0|




Poutres statiquement indéterminées
Résolution par méthode force-flexibilité = superposition

m Nous ajoutons aux équations d'équilibre autant d'équations de compatibilité que nous avons des réactions
redondantes

1. Trouver le nombre de redondants = (nombre d’inconnues ) - (nombre d’équation de la statique)
2.  Choisir les redondants

3.  Utiliser les équations d'équilibre (3 F = 0,), M = 0) pour exprimer les forces et moments de réaction en
fonction des redondants

4. " Libérer la structure " (supprimer les réactions redondantes, ce qui revient a supprimer les supports qui
génerent les réactions redondantes). Ceci nous donnera des systémes que nous savons résoudre.

5. Trouver la fleche sans les redondants, mais avec les charges

6. Enlever les charges et calculer la fleche due seulement aux redondants (un a la fois, donc a répéter
pour chaque redondant)

7.  au point/s ou le/s redondants sont appliqués, la somme des fleches des points 5 et 6 doit étre nulle (ou une
valeur fixe donné par le probléme, ou c’est I’angle de la fleche qui a une valeur connue). Ceci permet de
déduire les équations de compatibilité (la fleche et ’angle de la fleche, en fonction du probléme)

8. Résoudre l'ensemble des équations pour les forces de réaction redondantes et autres forces, ainsi que la
fléche.



Exemples de “libérer” un poutre

Choisir les redondants puis enlever les supports



exemple 1l:avec 1 seul redondant.

— 1: 1\4{&> }RA RBI

P
/ Option 1: poutre libérée avec Ry choisi comme
- redondant et w(L) =0
T Rg (réfléchir : qu’est-ce qui cause R ?)
P

Ma / Option 2: poutre libérée avec Mj choisi
comme redondant et w'(0) =0
(réfléchir : qu’est-ce qui cause My ?)



On choisit le redondant, puis on« libere » la poutre pour n’avoir que
des cas non-hyperstatiques: ceci implique « changer » les supports
option 1: poutre libérée avec Ry

exemple 1l:avec 1 redondant.
;: P
/ choisie comme redondant

Weotal (X = L) =0 T RB
p ou
4 G
w(x=0)=0

option 2: poutre libérée avec My
Mais: R ou My, on ne les connait pas... choisi comme redondant



On choisit le redondant, puis on« libere » la poutre pour n’avoir que

des cas non-hyperstatiques: cecl implique « changer » les supports
exemple 2: avec 1 seul redondant

v v v v4 v v ¥ Option 1: poutre libérée
% avec Ry choisie comme
wx=1L)=0 T B  redondant

Y Y ¥ v ¥ ¥ Option 2: poutre libérée avec
B Mj; choisi comme redondant

wi(x=0)=0
on ne connait pas encore Rz ou M,



Exemple avec 2 redondants

Ici 4 réactions inconnues (My, R4, Rg, M), et 2 eq de la statique . F, = 0 et Y M, = 0)
Donc 4-2=2 redondants (a choix parmi My, Ry, Rg, Mg)

(Ou, si on prend des forces de réaction aussi en x, alors 6 inconnues et 3 eq de la statique, et 3 redondants)

2 eq.
4 inconnues

C’est vous qui choisissez les redondants. Vaut mieux prendre ceux qui permettent de facilement enlever des
supports. Ici par exemple, Rg et Mp



Quiz session: micro200

Question
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Quel/quels dessins libérent correctement la
poutre? (enlevent 2 redondants)
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uiz session: micro200 T
Q Quel/quels dessins libérent correctement la

Solution poutre? (enlévent 2 redondants)



exemple 3: avec 2 redondants

& LA | 1

Option 1: je choisis Rz et Mgz comme redondants. J’enléve donc I’encastrement en B

% 7.
/A é )MB

O

o Ir,

je ne sais pasrésoudrepar ) F, =0et) M, =0
G v v 7 : ) (je sais résoudre par ) F, = 0 et Y M, = 0)

I1 faudra donc ajouter Rp et My “a la main”, et je ne les connais pas encore ...

Option 2: je choisis M, et My comme redondants. Je remplace les deux encastrements par des pivots

o . ?’

(je sais résoudre par Y F, = 0 et Y M, = 0)

N

(je ne sais pas résoudre par ), = 0 et Y M, = 0)
) . . . . (voir quizz du slide précédent: il y
I1 faudra donc ajouter M, et My “a la main”, et en plus je ne les connais pas encore ... au moins 3 autres possibilités)



Calcul de la fleche d’une poutre
statiquement indéterminée



Exemple S1: Calculer la fleche de

0

cette poutre (charge distribuée q).

~

q

Y Y Y Y Y Y

Choix de R; comme redondant

[
I
q

Sans le support redondant, mais
avec la charge

b
-
Sans la charge, mais avec une
force ou moment pour remplacer
un support redondant

sans charge q

Y Yy ¥ Y Y Y

g

7

__

Rg

wx=A4)=0
wx=4)=0

w(x=B)=0
RBZCIL—RA

2
MA=_—RBL

Systéme
complet

w(x) = wy(x) +w,(x)

Et Compatibilité au point ou
supports ont été changés:

wi(x =B)+wy(x=B)=0

(rappel: R est encore une inconnue)



on calcule les fleches avec les “formules utiles’” de ’'annexe G/H de Gere et
Goodno, ou autre recueil de formules de poutres (voir moodle)

Y Y Y

q
L
I

q

Y Y ¥ Y VvV Y wy (x) = = zcil,lg] (6 (%) B 4(%) + (%)4)

iz i

-
oy}

o~

w

w,(x) dépend de Rp !
Et on ne connait pas encore Ry

T

w(x) = wy(x) + wa(x)



Equation de compatibilité au point ou le redondant est
appliqué. Ici,c’est w(x = B) = 0.donc wy(x =B) +w,(x =B) =0

4

qL

Wl(x=B)=—_ L4- R L3 3
8EI q B — =
wi(x=B)+w,(x=B)=0 _8EI+ 3E] =0 - Rp 8qL
_ 5 _ Rpl®
wae=B) =35
y
w(x) = wy(x) + wy(x)
i id 7 -
_qL4( 1 ,x\%2 5 /x\3 1x4>
wx) = e Z(L) +6(L) 3(L)

Une fois qu’on connait R, on peut aussi trouver
R, et M, avec les équations de la statique




Exemple S2: Calculer la fleche de cette poutre
(moment externe M,).

m nous allons:
1. décomposer en systémes additionnels en enlevant les redondants,
2. calculer la fleche de chaque systéme,

3. puis utiliser les équations de compatibilité pour trouver la fleche
(et les redondants)



Nombre de redondants: 3 si on considere x

hypothese de R, = 0 car pas de force axiale.

2 redondants a trouver (je choisis My et R,)

il nous faudra 2 eq. de compatibilité au point ou
nous enlevons les redondants



Mgg

Solution (superposition en 3 )M
systémes) Rye Mo R

+ = +

7/////

avec charge My, sans les deux redondants Mg et Ry
(donc sans le mur)

L
2

0 : L

- sans charge Mo

- Sansredondant R, Pour Ry

- sans charge Mo

- Sans redondant Mg

+ 2 eq de compatibilité




Solution (partie 1) 9

L
Mo, OSxSE
M, () = ;
> _
0; x_2
Mo 0< L My 2 0< <L
— — _x —
T VA - 2E] =X=7
1 ML L MW SAML L\ M2 L
= S=<x<L —(x——) =<x<L
2E1 2 2EI\" ~2) T 8EI 2
v oy _ Mol 3M, 12
w'y (L) = SET wy (L) = 8];1

Pour trouver les constantes d’intégration, nous avons utilisé w;(x =0) = Oetw’;(x =0)= 0
Et aussi continuité de w’; (x = L/2) etde w;(x = L/2)



Solution (partie 2) 9

M,(x) = —Mjy Sur toute la poutre

Mg
Wé(X) = —EX
M
Wz(x)z—z—]; 2 o0<x<lL
, MgL MgL?
wo(l) =——— wy(L) = — S E]

El

Attention: nous ne connaissons pas encore M,

Pour trouver les constantes d’intégration, nous avons utilisé w,(x =0) = 0Oet w(x=0) = 0



Solution (partie 3) 3

M,(x) = =R, (L — x) Sur toute la poutre

Wi = —22 (X (%))

2E1 L L
R, L3 2 3
wy () =—"2-(3() ~()) o=x=1
, Ry L? R, L3
wis(l) = —— w3 (L) = - 3E]

Attention: nous ne connaissons pas encore R,

Pour trouver les constantes d’intégration, nous avons utilisé que w3(x =0) = Oetw';(x =0) = 0



Solution (Equations de Compatibilité pour trouver R, et My)

2 équations de compatibilité au point ou nous avons enleve

les redondants:
flecheenx = Letangleenx = L
(car poutre encastrée enx = L)

wi(L) +wy (L) + w3 (L) =0

wi(L) +w,(L) +wg(L) =0

Zw’(L)=O My —2Mg —R,L =0 M, =_%
8L
D wy=0 3Mo — 4Mg —— Ry = 0 3M,
3 R, =——
2L
M, L2 X\3 /X2 L
8(1)’31 (Z(Z) _(Z) >; sx=7
w(x) = wy(x) + wy(x) + wz(x) = 5
o (cra(f)-s(3) +2()) ) 3sxs
8EI L L L)) 2=*=




Exemple S3

Calculer la déflection d’une Poutre avec 3 supports

e 2 redondants

* Jechoisis R, et Ry

e Il faudra donc des équations
de compatibilité aux 2
supports que je vais enlever

e wkx=a)=0
c wx=L)=0




Exemple S3 N

Calculer la déflection d’une poutre avec 3 supports

M,

E

%

_

\\
A\

Pour Rz
- sanscharge F Pour R3
- Sansredondant Rz - sanschargeF
- Sansredondant Ry

avec charge F sans les deux redondants Rz et R3

O Nous avons enleve les supports « génants » (2 redondants, R, et R;) et divisé le probleme en
trois poutres encastrées avec des forces ponctuelles:

1. Nous utilisons les formules des poutres encastrées (annexe G/H de Gere et Goodno) pour
calculer la fleche

2. Nous ne connaissons pas nos redondants R, et R;
3. Fleche = somme des fléches des 3 poutres

4. Nous appliquons des conditions de compatibilité aux supports que nous avons « enlevés »
pour trouver R; et R;3

Pour chaque poutre, nous avons w (x =0) = Oetw'(x = 0) = 0 car dans tous les 3 cas la poutre encastrée enx = 0



R
Y F Ra Rappel: nousne 3
// y connaissons pas %
/ encore R; %
R3x?
Rappel: nous ne w3 (x) = 6E] BL—-x) 0<x<L
connaissons pas
encore R,
( ‘R
—F b b Ry (3
6ET " 2]~ x*(Ba—-x) x<a
o (3(a+3) =) xsaty | lwo =151
__(a+é> (SX_(GJFQ)) a+2sx<l ep @ Bx—a) asxsl
6E1 2 ) E SX S

| Wrota1 () = wy () + wy () + w3 (x) |




Exemple S3

conditions de compatibilité (pour R, et R3)

Les conditions de compatibilité aux deux supports « enlevés » :

La fleche est 0 en x = a et en x = L. Nous n’avons pas de conditions sur w'(a) ou w'(L)

Wrotar (X = @) = 0 = wy(a) + wy(a) + wsz(a)

_ R, . F 2(2 +3b)+R3a2
—351% T el YT 6EL

R F (1 + 3b> R (1 + )
- = — - —_—
2 4a 3 2a

Wrotar(X = L) = 0 = wy (L) + w,(L) +ws(L)

R, F b\? 5b\ R,L3
0=—a2(3L—a)——<a+—> (2a+—>+ -

(3L —a)

6EI 6EI 2 2 3E]
6a + 5b 12a? + 22ab + 9b?
Ry=——__F R, =
4(3a + 4b) 8a(3a + 4b)

Avec les résultats du slide précédent, nous pouvons alors écrire w(x) pour cette poutre...



Semaine 9b — partie 2
Objectifs d’apprentissage

* Savoir appliquer la méthode des poutres indéterminées
aux cas ou un support est élastique

* Trouver la fleche de poutres avec des supports
élastiques



E

Supports €lastiques

Poutres avec

44



Supports €lastiques

https://vsl.com/home/technologies/bearings/



Supports €lastiques

https://www.youtube.com/watch?v=ly]cR9chLSQO

Nano-indenter


https://www.youtube.com/watch?v=lyJcR9chLSQ

Poutre avec des supports €lastiques

m Les supports ne sont pas parfaitement rigides.

O Structure : les cables de suspension sont €lastiques, la poutre repose sur une
structure en bois qui peut étre comprimeée, etc...

O Fonctionnel : Utilisation de poutres pour mesurer des propriétés mécaniques
(par exemple nano-indentation)

m Dans ces cas, il faut examiner la relation entre la force de réaction et
le déplacement.

9o

IR




4 types de supports €lastiques

Ressort cable
9o
I + + + A . Cable EyAyL,
" 4 A
s = R_A k EZAZ RA
Wy cable — —5 — —
L, Wy
Poutres Ressort spirale
A
kp—X
Frle A L B
3E;l; R,
cant = L_gl, = W_A

kr = Mg/w'(L)



Poutres avec des supports élastiques

Ce sont tous des cas indéterminés!

m Nous allons donc appliquer le principe de superposition, comme précédemment dans ce
chapitre. Nous traiterons la force élastique comme un redondant.

m étapes (méthode):
a. Trouver la fleche sans la force de réaction du support élastique

b. Trouver la fleche sans la charge, mais avec la force de réaction du support élastique

c. Calculer la déflection au support élastique (en fonction de la force de réaction)

d. Appliquer la condition de compatibilité aux supports élastiques (attention, ici les fleches ne
seront pas zéro): Nous utilisons F = +kx pour trouver force de réaction et puis la fleche de la poutre

| 90

Rs t
w(l) = Wcharge(l') + Wsupport(L) = kuﬂ * + +

oy

support A




Exemple E1l %

Trouver la fléeche de la poutre et la force du ressort

1.- Enlever le support élastique et trouver | 9,
w(x) due a q, Y v Y Y B

ol : .
Wao (%) = — 2451 (6 (%) —4 (%) + (%) )

Fressort

2.- Appliquer uniquement la force provenant du
support élastique (pas de charge) et calculer w(x). 4
Attention, F,essort €St €ncore inconnue!

Wressort (X) = Fresg—g';tllg (3 (%) B (%)3)

g




.

Exemple E1l L

Support élastique, ressort

o> =
<
IR

3.- Sommer les deux fleches

Wrotqr(X) = Wao (%) + Wressore (x) =

L3 qoL [ /x\2 3\t X\2 a3
(-6 ) 4 6) + 0)) e (3G - )
4.- Appliquer la condition de compatibilité pour trouver F, ..,
q,L%k,

kg L3)
3EI

L3 3qoL
Fressort — _kS Wrotal (L) Fressort = —Ks 6E] <_ 4 + 2Fressort> - Fressore=
8EI (1 +
5. Une fois la force F, . connue, nous pouvons donner I’expression compléte

pour w(x) et aussi calculer les réactions en A

12
Ry = qolL — F; M, = qOT—FL



Exemple E2

Support élastique, ressort en spirale
(génére un moment)

m but: Calculer fleche et réactions.

m Le ressort génére un moment M, sur la poutre:
MS - _kR . HB - _kR . W’(L)

0O 1.- Calculer la fléeche w,(x) sans le support élastique

O 2.- Calculer la fleche wy(x) du au ressort, mais sans la
charge

0O 3.- Sommer les deux fleches

O 4- Appliquer la condition de compatibilité en B
Mg = —kg - Wé'otal(l‘)




Exemple E2

Support élastique, ressort en spirale

O 1.- Calculer la fleche w, (x) sans le support élastique q

Wal) = _%(6 (%)2 B 4(%)3 + (%)4> A - L — B

O 2.- Calculer la fleche w,(x) du au ressort (moment M
appliqué a I’extrémité de la poutre), sans la charge g

M, x? : .
we(x) = S (mais nous ne connaissons pas M) 7
2EI ) \éj

M
3.Sommer les deux fleches, ce qui donne w(x) ' o .
|— - X
° ’) Y ]

Mo 17

L* 2 3 4 M.x?
(6@ @) + @) )+ 2w

Wrotar (%) = Wq (x) + wy(x) = —



0L4 XN 2 X 3 X 4 Msxz
Example E2 Wrotal(x) = _Z4EI <6 (Z) _4(5) * (Z) >+ 2E]

qolL* 2 273 3,74 Msx
24E1(12x/L 1202 /13 + 4x3/L* ) + -

ressort en spirale W'rotal () = —

O 4.- Appliquer la condition de compatibilité en B

, qol® ML
MS = _kR . WTotal(L) = _kR —m El

y

krqoL3 q
- MS = RqO kRL 1
6EI (1 + ﬁ) Y Y Y \ 4 kR—x
A L B
d Ma g
O et donc nous avons une expression pour w otal\ X
p p total (X) RA/ \J

x4 krqol®  x?
@) ) e (1+%f) 281

2

Wrotar(X) = — gf}?] (6 (%) —4 (%)3




