Méthode des éléments finis

Formulation intégrale des problemes aux
limites bidimensionnels
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Rappel de la forme faible discrete étudiée
Ka=r (q:=0 Ykl (xy)eon)
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

o Rappel des grandeurs structurelles

K = je!geKeBT "B + ¢p"H °H) dx dy

e, eyT € matrice élémentaire
+ jeagh r'H "H ds de conductivité
(o2
CHT et ds
vecteur élémentaire des
sources d’energie-chaleur

ey = je;HTeq dxdy + je

e e, e o matrice des
H=1[hy,h, .., hep] fonctions de base

“B = V°H = [0°H/0x, O°H/oy]" matrice-gradient



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Paramétrisation de la modélisation en éléments finis

e 2 x={x, y}!
Tix= 2XhEmex
i=1 x,'={X,'; y,-}

Existence
de eT1




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Paramétrisation de la modélisation en éléments finis (suite)

e

wix, y) - hix(& A& 1<
2 Z
= Matrice ©J
Acalculee
explicitement

= “hix,y) > h(ff )
o, _ o 5§+a*’hi on _ )= 0% NCE 0%
OX o0& OX  0n OX 85 877
oh.  o%h a§+aahi on ) 1aah NCE 1aah
oy 05 oy 0noy ~ o¢ ~on
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Systématisation de la construction d’un

modele

d’éléments finis 2D

e Insertion de la notion d’élément pere ou archétype
Traitement des intégrales surfaciques

jeg(-)dxdy = |, ( Fede2

A |
Bornes
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes

j (-)ds = [ Vo d jacobien de la
lo)l 92500 @ transformation “T
image d'abscisse ¢ d’une aréte donnée

du bord 602" dans or we G o'
'élément pére S — ~ ;




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : évaluation du
jacobien ©J

_ g — X = X(-17)
To = Ty 15280 =y yiay)

ds = +/dx2 +dy?
= Vox(-L )/ onP +[oy(-Ln)lonY dn (G pin
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Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : exemple de flux
externe traversant la frontiere d’'un élément triangulaire

y §
§ ®t constant

wg
— a _ _ .
T, T bah2 §=1-n b§§=1—77 = b=n)
Y=y, = My, = P

oxlon = —b  oylon = h



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Traitement des intégrales curvilignes (suite) : calcul des
contributions élémentaires du flux externe donné en exemple

j, = (@xIon)?+(©@ylon)® = \Jo2+h?

er, = —[eaggh’ etds = I; ahi‘le_ne’[ejadn

o1
o= JpU=&-m)|,_,_ tb*+h*dy = 0
1
A = |, ¢ ¢tyb2+h?dn = etb*+h?/2
Justification -1 7
net\/b2+h2d77 = ¢, b?+h?/2

£=1-

des resultats ery = Jogm

£=1-



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Paramétrisation des grandeurs physiques
Traitement des coefficients surfaciques

restriction
ekh(x, h)

e
P
iricion——ex(x, y) & Y °h(& 1) °K;

=1 = eKh(é:’ 77)
°p
ek “olx, y) = Zahi(é 1) €p;
T =g )
°p
‘qlx,y) ~ D 'h(& 7)eq,
randeur =1

— eqh
(X, y) - q (é:l 77)




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Cas particulier : paramétrisation le long du site des conditions
naturelles de bord (exemple d'un élément triangulaire)

®t(s)

et lindarise A

‘We  Démarche
t, identique pour
X la variable ©r(s)

et.  Po nombre de
g nceuds sur l'arete



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

e Intégration numérique
Quadrature de Gauss-Legendre

n

! 1_5 ~ r . ..
\X Jo Jo () dédn 2L,

&, 1 coordonnées du point d’intégration k

@, coefficient de pondération du point K
Aégration sur les éléments quadrangulaires non optimale



Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Regles unidimensionnelles appliquées aux éléments quadrangulaires

Abscisse &£ Coefficient de Précision
pondération @

0.00000 00000 00000 2.00000 00000 00000 ordre 1

+0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000 ordre 3

0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889 ordre 5
+ 0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556

+ 0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 ordre 7
+0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454

0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889 ordre 9
+0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
+0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189




Systématisation de la construction d’un

modele d’éléments finis 2D

Regles bidimensionnelles appliquées aux éléments triangulaires

Abscisse & Abscisse n Coefficient de Précision
pondeération
0.33333 33333 33333 0.33333 33333 33333 0.50000 00000 00000  ordre 1
0.20000 00000 00000 0.20000 00000 00000 0.26041 66666 66667  ordre 3
0.60000 00000 00000 0.20000 00000 00000 0.26041 66666 66667
0.20000 00000 00000 0.60000 00000 00000 0.26041 66666 66667
0.33333 33333 33333 0.33333 3333333333 —0.28125 00000 00000
0.10128 65073 23456 0.10128 65073 23456 0.06296 95902 72413  ordre 5

0.79742 69853 53087
0.10128 65073 23456
0.47014 20641 05115
0.47014 20641 05115
0.05971 58717 89770
0.33333 33333 33333

0.10128 65073 23456
0.79742 69853 53087
0.05971 58717 89770
0.47014 20641 05115
0.47014 20641 05115
0.33333 33333 33333

0.06296 95902 72413
0.06296 95902 72413
0.06619 70763 94253
0.06619 70763 94253
0.06619 70763 94253
0.11250 00000 00000




Systématisation de la construction d’un
modele d’éléments finis 2D

Choix du nhombre de points de Gauss pour une intégratio

n

. Nombre de points identique au nombre
maximal de nceuds dans chaque direction

points
de Gauss () 3 |
S
L2
B @
O 3

\ Regle bidimensionnelle optimale




Convergence d’un modele d’élements
finis 2D

Critere de complétude (suite)
n

‘6. Plément biquadratique

définissant la solution Reseau
. < biquadratique
/ 7
W T
O——0
1 8 2
n
4 3
T Yoo \o ®
T
= B\
0 o
oW
= 0, Elément bilinéaire

caractérisant la géométrie



Convergence d’un modele d’élements

finis 2D

e Notion d'éléments finis isoparamétrique, sous-paramétrique

et superparamétrique
® ® ®

@ ) @

O

@ [} @

L] ap=4 []
9p =28

O [} O

O point de spécification de la fonction cherchgeint de spécification des coordonnées

Elément
isoparamétrique

Géomeétrie de méme
ordre que la solution

Elément sous-

paramétrique

Géométrie d’'un
ordre inférieur a
celui de la solution

Elément super-
paramétrique

Géométrie d’'un
ordre superieur a
celui de la solution



Convergence d’un modele d’élements
finis 2D

Exemple d’'un élément fini sous-paramétrique bien connu

AW eT "W
3 2 3

1 2
O O
T
Xx=—1 x=0 x=+1 [y /[2
-« >
1 /
? |
x=-1
3 ; Tra,nsformation
T: x = Z h(&) ex; inéaire
=1

PL=EDI2 + LEE +1)]2 =
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Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Estimation H! de I'écart entre la restriction €U et
son interpolation nodale °u,

H eu_ eul HieQ SH au— aU| Hi aQ

e Norme H*"! de Ia restriction €U transformée par
les coordonnees naturelles

2 2
| au Hk+1, :1o) S | €U Hk+1, ‘0

Influence de la transformation
e coordonnees
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Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

o Estimation asymptotique locale de |'erreur pour
un elément fini pere

lau—ay,lyan < 3C %"l aUlki1a0  (h—0)

°h  diamétre de I'élément fini
K  degré de l'interpolation
C, facteur de convergence

Restranscription de I'estimation
&symptotique de |'erreur pour un
lément fini régulier (e — a)



Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Caractérisation de I'estimation H* de I'écart entre la
restriction °U et son interpolation nodale °u,

leu—euylyeo < 1°T Y1 [max ()12 12u—2au; Iy a0
0

< 15T 71 [max (52 3C, ®h*lauly 41 20
e

(2
A < 15T 3 [max(§)]M? 3C h* I °T Iy 11

Identification - . [min(ej)]_l/ 2 ey Ik 4120
terme a terme 7

e Forme standard de l'estimation H* de I'écart entre €U et eu,

leu—euylye <CCU UG (h—>0)
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Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Lien entre les facteurs de convergence

ooy 112
oc, < o, | MaxXC) | ey, LieT1,
MIN(®) |e i
A M e e
Dégradation de la précision si min(e;) . croit

= Forme de |'élément aussi réguliere que possible

e Exemples d’éléments entrainant une dégradation
de la precision

IRV st




Précision d’'un modele d’éléments finis
bidimensionnels

e Estimation H! de I'erreur globale e"

lehlio = lu—uhlio < ChX (h — 0)
h  longueur caractéristique du réseau (h = max °h)
K  degré de l'interpolation 7

C, facteur de convergence

Longueur °h mesurée
selon le systeme local
de coordonnées




