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Résumé de la semaine 6



Elastostatique du barreau généralisé

. . .- .. Charge axiale
Discontinuité Discontinuités Conditions aux limites .
. . proportionnelle
matérielle des charges non-homogenes et mixtes ,
au déplacement
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Forme faible du barreau généralisé
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Trouver le déplacement axial u € U tel que pour tout du € V, on ait :

¢ du dou e . ¢
EA— — + pudu| dz + ru(f)ou(l) = Qou(xs) + Pou(l) + | qdudzx
0 dr dx 0

Classes des fonctions admissibles :

U:{UEHl(]O,ED, } et V:{(SUEHl(]Ove[% }
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Forme faible discrete du barreau généralisé

— —> —> —> —_— > —— —— —— ——
p

u(z) & u(z) = H(z)q = Z hi(z)a; et du(z) = u”(z) = H(z)dq =) _ hi(z)dq;

=1

Determiner le vecteur q tel que et pour tout dq tel que , on ait
0q’(Gq—r) =0.
ou dHT dH T T ;
G = / [ A—— + pH H] dr +rH" (\)H(?)

l
r = QHT (z3) + PHT (¢) + / qHT dz
0
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Evaluation des contributions élémentaires selon approche locale

m La matrice de rigidité globale G et le vecteur de charge global r sont

assemblés a partir des contributions élémentaires:

>3
-

G =rHT(0)H(¢) + AGG et r=QH?(z3)+ PHT (V) +
e=1

Il
By

e

m La contribution élémentaire a la matrice de rigidité est donnée par :

1 -1 pl 12 1
4 P

-1 1 6 |1 2

m La contribution élémentaire au vecteur de charge est donnée par :

er:/ equde
Q)

d°H" d°H *E°A
eG:/ CREeA —|—epeHT6Hdl‘:
e dr dz

€Y
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Traitement de la condition aux limites essentielle non homogene

m Apres assemblage, le systeme global d’équations est donné par :

dq’ (Gq—r) =0.

m En imposant la condition essentielle ¢; = u et dg; = 0, le systeme est réduit a :
g22 1 923 0 0 q2 ro — goill
932 | 933 | 934 q3 T3
0 | 943 944 -l qa | = T4
0 Ypp dp Tp
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Eléments finis lagrangiens d’ordre

supérieur



Construction d’un élément fini quadratique

Maillage uniforme avec éléments finis linéaires (4 2 nceuds)

O O O O O O O
|
“Q

Maillage uniforme avec éléments finis quadratiques (& 3 noeuds)
Introduction des nceuds internes, placés au milieu de I’élément, sans role de

connexion.

Q)
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Fonctions de forme linéaires

1
O—O0—O0 -
€1 Ti—1 Ty Li41 Tp
S
eflﬂ =9
Fonctions de forme quadratiques
z; nceud interne z; noeud externe
/L,j ]l,j
| |
i1 1
| |
Ti—1 T Titl Ti—1  Ti  Titl
%/—/

eQ e—1Q eQ
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Fonctions de forme quadratiques sur un maillage uniforme

) 20 30
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Fonctions de base quadratiques

oO—
Lp
h1  ®hz  ©hs
1 ,,,,,,,,, o N
1< D oO—
| Tim z; i+1 Tp
—
€Q

Fonctions de forme
hi,t=1,...,p

Restriction sur 1’élément
fini quadratique ¢

l

Fonctions de base
€hi, ¢ha, “h3
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Fonctions de base quadratiques de 1’élément archétype




Numeérotation locale non séquentielle

Elément linéaire

Elément quadratique

® ©) O—0O0—=0

Introduction d’une fonction de base:

Fonctions de base linéaires:

h(E) = 5(1-6) et “hale) = 2(146)

“h3(§) = 1€

Correction des fonctions de forme linéaires afin de satisfaire le critere de complétude,

> hi(z) =1

1 1
ahl — ah1 = *ahg =

1, o, 1
5 5(1—5)—5(1—5)—§§(§—1)
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Approximation du déplacement axial

z0 w1 T3 T3 T4T5 Tg T7 T

Approximation du déplacement via des fonctions de forme linéaires

i P i i
T T T3 a3 T475 T6  TT  Ts

Approximation du déplacement via des fonctions de forme quadratiques ,
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Développement d’éléments finis d’ordre supérieur

polynomes de Lagrange
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Eléments finis lagrangiens

Elément fini linéaire (k = 1)

1 2
40 O—>
& =-1 §2=+1

aQ)
a o 5_52 _} .
h1(§) 6 -6 2(1 £)
a _ 5_51 1
ha(§) = &H_& 2(1+§)

Elément fini quadratique (k = 2)

1 3 2 ¢

—0O ® O—

§i=-1 &=0 &=+1

0

@ _ (E-&)E-&) 1.,
hi(§) = GO 25(5 1)
@ -8 1
ha(8) = (L—&)(&—&) 2£(€+ D
ahg({) _ (f — 51)(5 — 52) —1_ 52

(& — €1)(& — &2)
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Example d’application : barre
encastrée comportant des

discontinuités




Barre prismatique éncastrée comportant des discontinuités

14

—_————— > > > > > >

N

2F, A P /4 p /2 p 3¢/4 p E A
Données
i Encastrement en = 0 et longueur £ = 1 m.
& Structure formée de deux matériaux différents: E = 2.1 - 10" Pa, A = 100 mm?.
w Charge répartie de compression proportionnelle (p = 10% N/ m2) au déplacement.
m Charge répartie d’intensité ¢ = 20 kN/m sur la moitié droite et d’intensité 4¢ sur la
moitié gauche.
= Force de compression ) = 50 kN agissant en x = 3(/4.
®» Force ponctuelle axiale P = 25 kN agissant sur 'extrémité droite.
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Discrétisation de la barre par éléments finis

La discrétisation choisie est composée de :

m 9 neeuds équidistants (p = 9),

m 4 éléments finis quadratiques (m = 4),

0/4 /4 ¢/4 /4

1Q 2Q SQ 4Q
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Discrétisation par éléments finis

Forme faible approchée : déterminer le déplacement approché u” € U” telle que, pour
tout déplacement approché virtuel du® € V", on ait

n ¢
/ { Adidé—u + pulou ] dz = —Qdu"(x3) + Pou”(¢) +/ gouldx
i, 0

Forme faible discrete : déterminer le vecteur des déplacements nodaux q tel que
q1 = U et pour tout dq tel que dg; = 0, on ait

dq”(Gq —r) =0.
N T
o G= / [EAdeH + HTH] dz

4
r=—QH" (z3)+ PHT (V) + / qH  dx
0

19 / 41



Elément fini sous-paramétrique

m Rappel: nceud ¢ + 1 introduit au centre de 1’élément (°£/2).
m La transformation de coordonnées d’un élément fini quadratique fait appel

aux fonctions de base linéaires “h;(§) et “ha(§).

, L 1—¢ 1+¢ ¢ Tiy2 + T
(&) = "M (§) + Zir2 " ha(§) = mi— >+ Tiio 5 > = B + %
1
{(x) = Py, (2 — 2 — Ti12)
¢ il
f G > /—\ g8
1 0 1 i Tit+1 Tily-2
2 ep
| N
aQ) Q)
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Matrice élémentaire d’un élément fini quadratique

4 T l

d°HT d°H

e / ¢E°A dz + / ¢p°HT°H dz
0 d:c d.']: 0

‘K ‘M

m Transformation linéaire de coordonnées :

L 48 2 de _ °L
Donc 72 = 5 et 3¢ = 5.

m Fonctions de base quadratiques de 1’élément archétype :
“H(E) = [*hi(€) “ha(§) “ha(6)] = [(E-1) B&e+1) 1-¢
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Calcul de la matrice élémentaire de rigidité

Les composantes de la matrice élémentaire de rigidité sont données par :

e [ ege dh(@ hi(@) [t dha(E) “hi(€) (dE ot

Matrice élémentaire de rigidité :

1 _

g - A I 7 Z
3¢ -
-8 -8 16

m Matrice symétrique et définie positive.

m Matrice (3 x 3) indépendante de la position de 1’élément fini dans le réseau.
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Calcul de la matrice élémentaire de masse

Les composantes de la matrice élémentaire de masse sont données par :

1 ef
“myj = [Q “phi(x)h;(x)dr = /_1 epafzi(f)”hj(f)§d§

Matrice élémentaire de masse :

4 -1 2

M=l 4 o
30

2 2 16

m Matrice symétrique et définie strictement positive.

m Matrice (3 x 3) indépendante de la position de I’élément fini dans le réseau.
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Exemple d’intégration numérique de Gauss-Legendre

Evaluation d’une composante de la matrice de rigidité d’un élément quadratique :

e _ 1& e dahl(f) df 26/ epeq 2671 26/
= [ (T0) (B) Fe- [oma (57 (B) F«

epe A 1
= 2¢ —1)%d
s | Q61

Intégration numérique exacte avec deux points de Gauss
Soit f une fonction polynomiale d’au plus degré 3, alors

/ 11 F€)de = (%) 5 Qg)

(5] 25

CE°A
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Points de Gauss nécessaires pour l'intégration exacte

Elément fini quadratique :

m Au moins 2 points de Gauss pour garantir une intégration exacte de °K.
m Au moins 3 points de Gauss pour garantir une intégration exacte de M.
m Si Pélément est distordu (le nceud du milieu n’est pas centré), I'intégration

numérique n’est jamais exacte.

Regle générale pour un élément fini d’ordre k£ non distordu :
m Les termes de la matrice °K sont des polynomes de degré 2(k — 1).
m Les termes de la matrice M sont des polynomes de degré 2k.
m La transformation est linéaire, donc le jacobien est constant.

m [l faut au moins k points pour intégrer exactement la matrice de rigidité
°K et au moins k + 1 points pour la matrice de masse “M.
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Example d’assemblage de la matrice globale de rigidité

e 1 2 3 4
Qe e e "o Attention !
! ! ’ > ‘ Inversion des 2emes et 3emes lignes et
2 3 5 7 ) . . .
colonnes des matrices élémentaires.

3 2 4 6 8

7
27770777
7

7
TN
105920000077
055955500277
l A

A

K = Zm L eLTeKeL —

e=




Example d’assemblage de la matrice globale de rigidité

Matrice globale de rigidité K obtenue apres assemblage des

contributions des 4 éléments finis quadratiques.

ki1 ks 110 0 0 0 0 0 0 T
1/{34 1/{33 2k‘3,2 0 0 0 0 0 0
Yoot lhos koo +2%ki1 Zkigs k12 0 0 0 0
0 0 2](5371 2]f?,,g 2](/‘3,2 0 0 0 0
K=1]0 0 ko1 2kos Zkoo+3ki1 3kia 3k1,2 0 0
0 0 0 0 3ks1 3ks 3 3/4:3,2 0 0

0 0 0 0 3k 1 3kos Skoo+iki1 ks tkio

0 0 0 0 0 0 Thyn  Ykss Ykse

Lo o0 0 0 0 0 “hay  %has kool

Processus d’assemblage similaire pour la matrice de masse et

le vecteur des charges appliquées.
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Comparaison entre solution exacte et solutions approchées

104 Comparaison entre déplacements axiaux x108 entre axiales
T T

Contraite approchée via 4 éléments finis quadratiques

Contraite exacte \

Solution approchée via 4 éléments finis quadratiques
— — Solution exacte 3

Déplacement axial (m)
o
Contrainte axiale (Pa)

x (m) x ("“)
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Précision d’un modele d’éléments

finis d’ordre supérieur




Rappel de la définition de ’erreur et de ses normes principales

Notion d’erreur d’approximation dans un modele d’éléments finis e = u — u”, ol u
solution exacte et u” solution approchée par la méthode des éléments finis.

m Norme euclidienne de ’erreur (norme H')

It = ( [ e(ehfdx)

m Norme énergétique de ’erreur (norme H')

HehHl = (/Oe [(eh)z n <Cf;h>2] dx) 1/2

m Semi-norme de I’énergie de déformation (norme E):

¢ s N2\ /2
”€h||E — (/ <d6> d$>
0 d$

1/2

29 / 41



Estimations asymptotiques globales de 1’erreur

Estimations générale d’erreur a priori :

le®lls < Csh™ =2 |fuflm41

C, facteur de convergence,

s norme choisie pour mesurer 'erreur :
0<s<m et m+1+s> 2k,

m degré des fonctions de base,
k ordre de dérivation dans la forme faible,

h longueur caractéristique du maillage: h = max, /.




Estimations asymptotiques globales de 1’erreur

Considérons un probléme régulier (v € H™1) du second ordre (k = 1).

Estimations asymptotiques sur les déplacements :

“ehHO < Cohm-‘rl

Estimations asymptotiques sur les contraintes :

le"]ls < Cih™

m () et (7 facteurs de convergence,
m m degré des fonctions de base,

m h longueur caractéristique du maillage.




Exemple d’application : analyse

modale d’une barre bi-encastrée




Analyse modale

l
N
AN
e E, A p
Propriétés géométriques Propriétés du matériau
m A section m F module de Young
m / longueur m p densité
Conditions aux limites Déplacement
m Encastrement aux deux extrémités ]

Objectif
Déterminer les fréquences propres et les modes propres d’une barre bi-encastrée.
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Formulation forte

= Equation différentielle de 1’élastodynamique de la barre en régime libre :
d*u d2
m Hypothese de solution harmonlque :

u(z,t) = u(z) sin(wt + @)

ou u(x) est 'amplitude spatiale, w la pulsation propre et ¢ la phase.

Forme forte :
d*u 9
—FA— —wpAu=0, 0<x</
dx?

avec les conditions aux limites :
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Formulation faible

Intégration par parties : soit du un déplacement virtuel tel que ou(0) = du(¢) = 0.

4 d’u
/ {EA +w pAu} oudr =0 You.
0

¢ ¢
/ EA@ dou dx — / pAududr =0 Vou.
0 dz dx 0

Forme faible : Déterminer le déplacement u € U tel que, pour tout déplacement
virtuel du € V, on ait :

£

/ Ad—Ud(s—ud fw/pAuc;udx:O.
dr dx

U= {u(x)|ueH(0,£),u(0) =ul)=0},

V = {6u(z) | Su € H'(0,€),5u(0) = du(f) =0} .
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Discrétisation de la barre par éléments finis

La discrétisation choisie est composée de :

m 5 neeuds équidistants (p = 5),

m 2 éléments finis quadratiques (m = 2),

¢/2 0/2

®
®
O

N/
<)

[\
)
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Formulation faible discréte

Soient u” et Ju” les approximations de u et Ju dans les espaces discrets U* Cc U et VP C V' :

dul dsu® !
EAL iy / pAulsul dz =0 Vouh e V™.
dr dx 0

Forme faible discréte : déterminer le vecteur des déplacements nodaux q tel que
q1 = g5 = 0 et pour tout dq tel que d¢; = dgs = 0, on ait

dq” (K — w?*M)q = 0.

Les matrices globales de rigidité et de masse, K = Ai:l ‘Ket M = Ai:l ¢M, sont
obtenues par assemblage des contributions élémentaires :

deHT d°H ¢
°K = /E de, eM:/ ¢p*A°HT°H dz.
de  dx 0
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Matrices élémentaires de rigidité et de masse

Maillage uniforme : les noeuds également espacés entrainent des matrices
élémentaires identiques pour tous les éléments finis.

m Matrices élémentaires de rigidité :

-8
2F A
1 2
K=2K= 2"~ _
3¢ 81>
-8 —8 16
m Matrices élémentaires de masse :
4 -1 2
1 2 pAL
M="M= =
50 1 4 2
2 16
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Assemblage des matrices globales de rigidité et de masse

0/2 2/2
10 20
1 1 3 a @) ® © =)
213 5 [ |
2 & 10 20)
(7 8 1 0 0] (4 2 1 0 0]
8 16 -8 0 0 2 16 2 0 0
K=2F4|1 g 747 8 1 M=PY_1 9 444 2 1
EY o | ~ 60 -
0 0 8 16 8 0 0 ) 16 2
o 0 1 -8 7 0 0 -1 2 4
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Application des conditions aux limites

En appliquant les conditions aux limites, g1 = ¢5 = 0 et dq1 = dg5 = 0, on supprime

|

Q

©) ©) @

O

©

l

I

les degrés de liberté correspondant aux noeuds encastrés et on obtient un systeme

réduit pour les inconnues libres ¢s, g3, q4 :

2EA
3¢

dq’ (K — w?M)q =0

0 4 2

0 2 16

I Ll
60

8 0 0

7 0 0

q2
q3
q4
0
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Systeme réduit et équation caractéristique

m Le systeme réduit 3 x 3 est :

16 -8 0 16 2 0 0

2EAN o4 gl —w2PAl g 5 o ol 0

30 60 B =
0 -8 16 0 2 16|/ |q 0

m Le systeme admet des solutions non triviales si et seulement si :
det(Krea — w’Misq) = 0.

m Equation caractéristique :

, 40F . 416E , N 12802 .
W — — W — W =
pl? 3pl2 P2l
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Pulsations et formes propres de la barre

m Pulsations propres

E
wy = 3.153 o rad/sec,

(erreur relative : 0.4%)

E
we = 6.325 o rad/sec,

(erreur relative : 0.7%)

wg = 11.35 rad/sec,

pl2

(erreur relative : 20.4%)

m Formes propres associées

Comparaison des formes propres: exactes vs approchés

‘approx exact’
15 pp!

3 1 :
ég,s /
0cC
0

Mode 1: w, =3.153, w =3.142

Mode exact ;
Mode approché

05 1
x(m)

Mode 2: w, =6.325, w =6.283
> ‘approx ‘exact

ok‘\
|
:

Mode exact
Mode approché

Mode 2

\ / |
05 1
x (m)
Mode 3: w =11.35, w___=9.425
‘approx exact

2

2

0

Mode 3

Mode exact

3 Mode approché

0.5 1
x (m)

-2
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