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Résumé de la semaine 3



Maillage unidimensionnel

14

La discrétisation du segment [0, ¢] consiste & le subdiviser en un maillage

d’éléments finis. Le maillage est constitué de :

m un ensemble p de points appelés nceuds,

m un ensemble de m = p — 1 intervalles appelés éléments finis.

eQL
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Fonctions de forme linéaires

h;
1
O O O > T
€1 Ti—1 X T4l Tp
N e
efIQ €Q)

Propriétés de h;:

m Continues aux interfaces (nceuds) et m Support compact.
différentiables a l'intérieur des O Gl Sasents les moTreErTiEts de
éléments. corps rigide et les déformations

m Propriété de Kronecker: h;(x;) = ;5. constantes.
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Approximation des déplacements dans la méthode des éléments finis

u"(@) = H(z)a =) _ g; hi(x)
=1

ou(z) = H(z)dq = Y _ 6q; hi(x)
=1

m H est une matrice (1 x p) de fonctions de forme :
H(T) = [hl('r)> h2($)> h3('1')> ooy hp(i[‘)}

m g est un vecteur (p x 1) des déplacements nodaux (inconnus).

m 0q est un vecteur (p x 1) des déplacements nodaux virtuels.
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Propriétés de la matrice de rigidité

m K est symétrique et définie positive

m K est matrice a bande

m Pour des fonctions de forme linéaires, K est tridiagonale :

ki1 kiz O e 0
ko1 koo kos
K=10 ks kg 0
: : : kp—1p
L 0 - 0 Kpp1 hpp |
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Conditions aux limites naturelles

T Tp

zzgi
o)
o)
o)
o)
o)
o)
T H:
8

m Force ponctuelle : force appliquée au nceud x, = ¢ :

du
EA—({)=P
Y
BE” Contribution de la force ponctuelle dans le vecteur des forces nodales :
_0_ i hl(x) i
; 0 . ho(x)
r=HT)P + / HT () q(x)dx = | : -|—/ : q(z) dx
0 0
0 hp71<l’)
P L hp(z) |
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Conditions aux limites essentielles

P

O)
U

N 21
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Lp
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m Condition essentielles (encastrement) : déplacement imposé en x; =0 :

u(0) =0
ou(0) =0
2" Reduction du systéme :
(koo ko
ks ka3
i 0 kpp—1

=

=

k’pfl,p

Kpp i

g1 =20
dq1 =0

q2

q3 B

dp
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Approche locale des éléments finis



Localisation dans un élément fini

QL
o O O o O

Xy Li41

o
O

Parametres globaux du maillage

m Soit p le nombre de noeuds.

m Soit m = p — 1 le nombre d’éléments finis.
Parametres locaux du maillage

m Soit Q2 un élément fini du maillage, e = 1,...,m.
m Soit “p = 2 le nombre de noeuds dans 1’élément ().
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Caractere compact des fonctions de forme

Fonctions de forme

oO— T hi,izl,...,p
Lp

Restriction sur I’élément

fini générique °Q2

2 I

Fonctions de base

6h1,6h2,€=1,...,m

Lp
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Restriction du déplacement u” sur 1’élément fini °()




h

Caractérisation de la localisation ‘u
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Matrices de localisation

a |t
‘q ‘ha .. “hyp
ep — D
eqep elep?l e elepyp
- > qP y
1 p
1
‘a="Lq

°L est une matrice booléenne de localisation de taille (°p X p):

1 sile noeud global j correspond au neceud local 7,
lij =
0 sinon.

J
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Exemple d’une matrice de localisation

10 2Q) 30) ‘0 50 60
o} O O o O O O
1 X2 x3 T4 Ty Z6 X7

Matrice de localisation pour I’élément fini 42 :

4 0001000
000O0T1O0O0

Utilisation de la mémoire
m Chaque matrice de localisation ¢L est des dimensions “p X p et est creuse.
m Pour un maillage de m = p + 1 éléments, il est nécessaire de stocker m matrices de
localisation.
m [l est donc préférable de représenter I’ensemble des matrices de localisation sous forme

d’un tableau de connectivité pour optimiser le stockage.
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Exemple d’un tableau de connectivité

10 20 30) ‘0 Q) 60)
O O O O O O O
T i) I3 T4 Ts5 Te X7

Tableau de connectivité :

Q|10 20 30 40 50

15 / 34



Assemblage des grandeurs

élémentaires




Additivité des intégrales

m Rappel de la forme faible approchée :
Trouver le déplacement approché u” € U" tel que pour tout déplacement
virtuel du € VP

l h h L
/ EAd(Mdudw:P5uh(€)+/ qou" dx
0 dx dx Jo

m Localisations de l'intégrale en utilisant ’additivité :

m d
S| cEcA
e=1 /ﬂ

m Remplacement par les grandeurs locales :

€ m

”(5uh’ d(’,uh
g pe h . e 65 h d
T o dx Z( du"(0)o, —i—l@ qu x>

e=1

cuh = °H°q et “ou" = °H%q.
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Additivité des intégrales (suite)

Rappelons que “u = “H Lq et ¢du” = “H°Ldq.

m Considérons uniquement le terme lié au travail virtuel des forces internes :

m m
desu deu” d°HT d°H
@ @ . T er T e e e
Z:LEA Ll dm_6q21L<[QEAd$ M )L
e= e=

°K
m De maniere analogue, pour le terme lié au travail virtuel des forces externes :

m

3 <P66uh(€)6em + / ¢q coul da:) = 59"y LT ( PHT (()5em + / “H™*qda )
°Q e=1 Q

e=1 :

‘r
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Matrices et vecteurs élémentaires
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Opérateur d’assemblage
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Example d’assemblage de la matrice globale de rigidité

eQ) IQ QQ z'le zQ i+lQ p72Q pflg
11 2 -+ i-1 4 i4+1 -~ p—2 p—1
212 3 .. i P41 i+2 - p—1 p

lK
pT5
1 K
747777
2 25092777
25032077
22
£5595557
22592007
3 27747274
72292777
. i—1c
srrkrss 11
i1 2% K
5204007
VIR TR, ¥
. e vy K
— m ey Tewer — % 200820000077
= _ = 20405090007
6_1 VR R A
i+ 1 vy oy v
o ey v
35 T
70500007
p—23c
7777777 .
2 Wz r—lg
p— 70000007
20502027
Wy
p—1 77742277
05000
D AY
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Example d’assemblage de la matrice globale de rigidité

[k ey 2 0 0o - 0 0 ]
'koq koo + k11 k1,2 0 L 0 0
0 ko1 2koo +3k11 Skio - 0 0
K =
0 0 0 0 oo PPhoo Pk y Pk
L 0 0 0 0 - P~ ka1 P~ kg 2]
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Example d’assemblage du vecteur des forces global

i
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QCM : matrice élémentaire de rigidité

Considérons le maillage uniforme suivant :

10 20) 30) 0 50) 6()
o O O o o O o)
T Z2 T3 T4 x5 T xT7

Matrice élémentaire de rigidité pour I'élément fini 4Q :

. d;hl d;hl d:‘ihl thQ
K = ipta | 7™ TMld
= i
/x d*hy d*hy  d*hg d*hy
4 dr dx dr dx
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Systématisation et éléments
archétypes




Changement de repere

Pour simplifier le calcul des intégrales, nous utilisons un changement de variable
pour passer de la coordonnée physique x a la coordonnée naturelle ou intrinseque &
définie sur 1’élément archétype “Q = [—1,1].

1 1

e h; “hit1
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Fonctions de base linéaires de 1’élément archétype

() = 5(1 -

ho(€) = 5(1+8)




Composantes de la matrice élémentaire de rigidité

dehy \ > g dohy dE\* et cpeA
b= | °E°A dr= [ °E°A D) Sde=
" /g <dw>‘”/1 <£d:c 2 =
L de h2 dhy d€ (d®hy dE cEeA
“ki2 = = CE°A CE°A = ZdE = —
ki ="kn = / da / ( de d:r) ( ¢ dx 2 de Y

(d°hy\? L [d%hg dEN? el cEeA
@ — epe A — eEeA bl =
22 /Q ( x) o /_1 € ) 2% e

Remarque : Comme £ = % (2x — z; — z441) alors

6)6
= o de.
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Matrice élémentaire de rigidité (2 x 2) :

1 -1
-1 1

CE¢A
eK —
4

m Matrice symétrique et singuliere.

m Matrice indépendante de la position de 1’élément fini dans le réseau.
m Parametres de la matrice :
® matériau de I’élément fini : ¢ F,

® géométrie de I’élément fini : €A et /L.
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Composantes du vecteur élémentaire des forces appliquées

Considérons une charge répartie constante q.

°r1 = Phy (£)0em +/

67’2 = PehQ(é)aem alx /

€ e

e ! a é g
‘hiqdx = hﬂf)q;dﬁzq;
eQ -1

o1 e

4 L
ah2(£) q ng = P(Sem, +q—=
1

eh2 qu - P(Sem +/ D)

JeQ _

Vecteur élémentaire des forces appliquées (2 x 1) :

el
6Pm Y
em 1+ ¢ 5

er:

0
P

|

Parametres du vecteur

: charges ponctuelle P et répartie ¢, et géométrie de 1’élément .
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Exemple d’application de la

méthode des éléments finis




Barre prismatique éncastrée soumise a une charge quadratique

/2

/2

Données

_— s —> >

m Charge quadratique agissant sur la

moitié de la structure :

2
E A g(1—4") o<z<t/2
q(z) = < €2>
0 02<x <Vt

m Charge ponctuelle axiale agissant

sur extrémité droite nulle :

PR P=0
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Discrétisation du domaine

La discrétisation choisie est composée de : 5 nceuds équidistants (p = 5), 4

éléments finis (m = 4), fonctions de forme linéaires par morceaux.

0/4

¢/4

¢/4

¢/4
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Calcul de la matrice globale de rigidité K

m Matrice élémentaire de rigidité :

‘K

_°E°A

4

1
=1l

=1l
1

4FA

14

1
=l

=1l
1

] e=1,23 et 4.

m Assemblage de la matrice globale de rigidité :

1
-1
0
0
0

=1l
2
=1l

0
=]l
2
=]l

0

0
-1

2

0

0

0
=1l

1 2 3 4

Meéme matrice que celle obtenue la semaine derniere a ’aide de I’approche globale.
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Calcul du vecteur global des forces externes r

Rappel : § = % 20 —z; —

[ PourlQonaf——

m Pour 2Qona¢ =122

1L'i+1)

o (
(-

-3

8x
— =3
14
8x
— =3
Y4
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Calcul du vecteur global des forces externes r

0.

m Pour 3Q et 4Q on ¢ = 0 donc 3r = ‘r =

m Assemblage du vecteur global des forces externes :

Méme vecteur que celui obtenu la semaine derniere & l'aide de 'approche globale.

Remarque (conservation de la charge totale) : on peut vérifier que la somme des forces
nodales Z?Zl Ty = (j% est égale a la force totale appliquée sur la structure:

1

4

r1

l/'g -+ 27’1
27‘2 -+ 37“1
37,2 +4,,.1

)

_ ¢
192

¢ £/2
[ose= [
0 0

7+

7+0
0+0

0

42
02

]
J

13

)d:c—(j

_ e
192

14

23
34

0
0
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Calcul de la solution approchée

m Systéme linéaire réduit : K sqqrsq = I'réd

2 -1 0 0 34
Kréd:@ -1 2 -1 0 réd:dl 7
[ 0 -1 2 -1 192 | 0

0o 0 -1 1 0

m Déplacements nodaux approchées :

q2 95
702 96

ré :K_’l réd — 7 = d
Aréd = Prealred = 1 |~ 192EA |96
qs 55
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