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Résumé de la semaine 3



Maillage unidimensionnel

ℓ

La discrétisation du segment [0, ℓ] consiste à le subdiviser en un maillage

d’éléments finis. Le maillage est constitué de :

un ensemble p de points appelés nœuds,

un ensemble de m = p− 1 intervalles appelés éléments finis.

x1 xi xi+1 xp

e Ω
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Fonctions de forme linéaires

x

1
qi

xi−1 xi xi+1x1 xp

hi

e−1Ω eΩ

Propriétés de hi:

Continues aux interfaces (nœuds) et

différentiables à l’intérieur des

éléments.

Propriété de Kronecker: hi(xj) = δij .

Support compact.

Garantissent les mouvements de

corps rigide et les déformations

constantes.
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Approximation des déplacements dans la méthode des éléments finis

uh(x) = H(x)q =

p∑
i=1

qi hi(x)

δuh(x) = H(x)δq =

p∑
i=1

δqi hi(x)

H est une matrice (1× p) de fonctions de forme :

H(x) = [h1(x), h2(x), h3(x), . . . , hp(x)]

q est un vecteur (p× 1) des déplacements nodaux (inconnus).

δq est un vecteur (p× 1) des déplacements nodaux virtuels.
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Propriétés de la matrice de rigidité

K est symétrique et définie positive

K est matrice à bande

Pour des fonctions de forme linéaires, K est tridiagonale :

K =



k11 k12 0 · · · 0

k21 k22 k23
. . .

...

0 k32 k33
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . kp−1,p

0 · · · 0 kp,p−1 kpp


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Conditions aux limites naturelles

x

P

x1 xp

Force ponctuelle : force appliquée au nœud xp = ℓ :

EA
du

dx
(ℓ) = P

� Contribution de la force ponctuelle dans le vecteur des forces nodales :

r = HT (ℓ)P +

∫ ℓ

0
HT (x) q(x) dx =


0

0
...

0

P

+

∫ ℓ

0


h1(x)

h2(x)
...

hp−1(x)

hp(x)

 q(x) dx
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Conditions aux limites essentielles

x

P

x1 xp

Condition essentielles (encastrement) : déplacement imposé en x1 = 0 :

u(0) = 0 ⇒ q1 = 0

δu(0) = 0 ⇒ δq1 = 0

� Reduction du système :
k22 k23 · · · 0

k32 k33
. . . 0

...
. . .

. . . kp−1,p

0 · · · kp,p−1 kpp



q2

q3
...

qp

 =


r2

r3
...

rp


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Approche locale des éléments finis



Localisation dans un élément fini

xi xi+1

e Ω

Paramètres globaux du maillage

Soit p le nombre de nœuds.

Soit m = p− 1 le nombre d’éléments finis.

Paramètres locaux du maillage

Soit eΩ un élément fini du maillage, e = 1, . . . ,m.

Soit ep = 2 le nombre de nœuds dans l’élément eΩ.
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Caractère compact des fonctions de forme

x

1

xi xi+1x1 xp

hi

x

1

xi xi+1x1 xp

hi+1

x

1

xi xi+1x1 xp

eh2
eh1

eΩ

Fonctions de forme

hi, i = 1, . . . , p

Fonctions de base
eh1,

eh2, e = 1, . . . ,m

Restriction sur l’élément

fini générique eΩ
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Restriction du déplacement uh sur l’élément fini eΩ

uh(x) =

p∑
i=1

qihi(x), x ∈ [0, ℓ]

x

qi
qi+1

xi xi+1

qi+1hi+1
qihi

uh

euh(x) =

ep∑
i=1

eqi
ehi(x), x ∈ eΩ

x

eq1
eq2

xi xi+1

eq2
eh2

eq1
eh1

euh

eΩ
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Caractérisation de la localisation euh

Restriction de uh et de δuh sur l’élément fini générique eΩ :

euh(x) =

ep∑
i=1

ehi(x)
eqi =

eH(x) eq

eδuh(x) =

ep∑
i=1

ehi(x)
eδqi =

eH(x) eδq

eH = [eh1,
eh2, . . . ,

ehep] matrice (1× ep) des fonctions de base de l’élément eΩ

eq = [eq1,
eq2, . . . ,

eqep]
T vecteur (ep× 1) des déplacements nodaux de

l’élément eΩ

eδq = [eδq1,
eδq2, . . . ,

eδqep]
T vecteur (ep× 1) des déplacements nodaux virtuels de

l’élément eΩ
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Matrices de localisation

eqep

...

eq1

ep

1

=

elep,1
elep,p

el1,1
el1,p

. . .

. . .
...

...

p

·

qp

...

q1

p

1

eq = eLq

eL est une matrice booléenne de localisation de taille (ep× p):

eli,j =

1 si le nœud global j correspond au nœud local i,

0 sinon.
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Exemple d’une matrice de localisation

1Ω 2Ω 3Ω 5Ω 6Ω

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

4Ω

Matrice de localisation pour l’élément fini 4Ω :

4L =

[
0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

]

Utilisation de la mémoire

Chaque matrice de localisation eL est des dimensions ep× p et est creuse.

Pour un maillage de m = p+ 1 éléments, il est nécessaire de stocker m matrices de

localisation.

Il est donc préférable de représenter l’ensemble des matrices de localisation sous forme

d’un tableau de connectivité pour optimiser le stockage.
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Exemple d’un tableau de connectivité

1Ω 2Ω 3Ω 5Ω 6Ω

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

4Ω

Tableau de connectivité :

eΩ 1Ω 2Ω 3Ω 4Ω 5Ω

1 1 2 3 4 5

2 2 3 4 5 6
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Assemblage des grandeurs

élémentaires



Additivité des intégrales

Rappel de la forme faible approchée :

Trouver le déplacement approché uh ∈ Uh tel que pour tout déplacement

virtuel δuh ∈ Vh∫ ℓ

0
EA

dδuh

dx

duh

dx
dx = P δuh(ℓ) +

∫ ℓ

0
q δuh dx

Localisations de l’intégrale en utilisant l’additivité :

m∑
e=1

∫
eΩ

eEeA
deδuh

dx

deuh

dx
dx =

m∑
e=1

(
P eδuh(ℓ)δem +

∫
eΩ

eq eδuh dx

)
Remplacement par les grandeurs locales :

euh = eHeq et eδuh = eHeδq.
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Additivité des intégrales (suite)

Rappelons que euh = eHeLq et eδuh = eHeLδq.

Considérons uniquement le terme lié au travail virtuel des forces internes :

m∑
e=1

∫
eΩ

eEeA
deδuh

dx

deuh

dx
dx = δqT

m∑
e=1

eLT
( ∫

eΩ

eEeA
deHT

dx

deH

dx
dx︸ ︷︷ ︸

eK

)
eLq

De manière analogue, pour le terme lié au travail virtuel des forces externes :

m∑
e=1

(
P eδuh(ℓ)δem +

∫
eΩ

eq eδuh dx

)
= δqT

m∑
e=1

eLT
(
P eHT (ℓ)δem +

∫
eΩ

eHT eq dx︸ ︷︷ ︸
er

)
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Matrices et vecteurs élémentaires

Matrice élémentaire de rigidité (ep× ep) :

eK =

∫
eΩ

eEeA eBT eB dx

eB = d
dx

eH =
[
deh1
dx , deh2

dx , . . . ,
dehep

dx

]
matrice élémentaire de déformation.

Vecteur élémentaire des forces appliquées (ep× 1) :

er = P eHT (ℓ)δem +

∫
eΩ

eHT eq dx.
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Opérateur d’assemblage

Nous définissons l’opérateur d’assemblage comme suit

K =
m

A
e=1

eK =

m∑
e=1

eLT eKeL

r =
m

A
e=1

er =

m∑
e=1

eLT er
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Example d’assemblage de la matrice globale de rigidité

eΩ 1Ω 2Ω · · · i−1Ω iΩ i+1Ω · · · p−2Ω p−1Ω

1 1 2 · · · i− 1 i i+ 1 · · · p− 2 p− 1

2 2 3 · · · i i+ 1 i+ 2 · · · p− 1 p

1

2

3

.

.

.

i − 1

i

i + 1

i + 2

.

.

.

p − 2

p − 1

p

1K

2K

i−1K

iK

i+1K

p−2K

p−1K

K =
∑m

e=1
eLT eKeL =

20 / 34



Example d’assemblage de la matrice globale de rigidité

K =



1k1,1
1k1,2 0 0 · · · 0 0

1k2,1
1k2,2 +

2k1,1
2k1,2 0 · · · 0 0

0 2k2,1
2k2,2 +

3k1,1
3k1,2 · · · 0 0

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · p−2k2,2 +
p−1k1,1

p−1k1,2
0 0 0 0 · · · p−1k2,1

p−1k2,2


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Example d’assemblage du vecteur des forces global

1

2

3

4

p − 2

p − 1

p

1r

2r

3r

p−2r

p−1r

r =
∑m

e=1
eLT er = =

1r1

1r2+
2r1

2r2+
3r1

3r2+
4r1

.

.

.

p−2r2+
p−1r1

p−1r2
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QCM : matrice élémentaire de rigidité

Considérons le maillage uniforme suivant :

1Ω 2Ω 3Ω 5Ω 6Ω

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

4Ω

Matrice élémentaire de rigidité pour l’élément fini 4Ω :

4K =

∫ x5

x4

4E4A

d4h1
dx

d4h1
dx

d4h1
dx

d4h2
dx

d4h2
dx

d4h1
dx

d4h2
dx

d4h2
dx

 dx
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Systématisation et éléments

archétypes



Changement de repère

Pour simplifier le calcul des intégrales, nous utilisons un changement de variable

pour passer de la coordonnée physique x à la coordonnée naturelle ou intrinsèque ξ

définie sur l’élément archétype aΩ = [−1, 1].

ξ(x) =
1

xi+1 − xi
(2x− xi − xi−1) =

1
eℓ

(2x− xi − xi+1)

xξ

ah1
ah2

ehi
ehi+1

1 1

2 eℓ

−1
1

+1
2

xi xi+1

aΩ eΩ

eT
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Fonctions de base linéaires de l’élément archétype

ah1(ξ) =
1

2
(1− ξ)

ah2(ξ) =
1

2
(1 + ξ)

ξ
−1 +1

1
ah2(ξ)

ah1(ξ)

1 2

aΩ
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Composantes de la matrice élémentaire de rigidité

ek11 =

∫
eΩ

eEeA

(
deh1

dx

)2

dx =

∫ 1

−1

eEeA

(
dah1

dξ

dξ

dx

)2 eℓ

2
dξ =

eEeA
eℓ

ek12 = ek21 =

∫
eΩ

eEeA
deh1

dx

deh2

dx
dx =

∫ 1

−1

eEeA

(
dah1

dξ

dξ

dx

)(
dah2

dξ

dξ

dx

)
eℓ

2
dξ = −

eEeA
eℓ

ek22 =

∫
eΩ

eEeA

(
deh2

dx

)2

dx =

∫ 1

−1

eEeA

(
dah2

dξ

dξ

dx

)2 eℓ

2
dξ =

eEeA
eℓ

Remarque : Comme ξ = 1
eℓ (2x− xi − xi+1) alors

dx =
eℓ

2
dξ.
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Matrice élémentaire de rigidité (2× 2) :

eK =
eEeA

eℓ

[
1 −1

−1 1

]

Matrice symétrique et singulière.

Matrice indépendante de la position de l’élément fini dans le réseau.

Paramètres de la matrice :

• matériau de l’élément fini : eE,
• géométrie de l’élément fini : eA et eℓ.
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Composantes du vecteur élémentaire des forces appliquées

Considérons une charge répartie constante q.

er1 = P eh1(ℓ)δem +

∫
eΩ

eh1 q dx =

∫ 1

−1

ah1(ξ) q
eℓ

2
dξ = q

eℓ

2

er2 = P eh2(ℓ)δem +

∫
eΩ

eh2 q dx = Pδem +

∫ 1

−1

ah2(ξ) q
eℓ

2
dξ = Pδem + q

eℓ

2

Vecteur élémentaire des forces appliquées (2× 1) :

er =

[
0

P

]
δem + q

eℓ

2

[
1

1

]

Paramètres du vecteur : charges ponctuelle P et répartie q, et géométrie de l’élément eℓ.
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Exemple d’application de la

méthode des éléments finis



Barre prismatique éncastrée soumise à une charge quadratique

ℓ/2 ℓ/2

E,A

q

x

q

ℓ/2 ℓ

Données

Charge quadratique agissant sur la

moitié de la structure :

q(x) =

q̂
(
1− 4x2

ℓ2

)
0 ≤ x ≤ ℓ/2

0 ℓ/2 < x ≤ ℓ

Charge ponctuelle axiale agissant

sur l’extrémité droite nulle :

P = 0
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Discrétisation du domaine

La discrétisation choisie est composée de : 5 nœuds équidistants (p = 5), 4

éléments finis (m = 4), fonctions de forme linéaires par morceaux.

ℓ/4 ℓ/4 ℓ/4 ℓ/4

x1 x2 x3 x4 x5

1Ω 2Ω 3Ω 4Ω
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Calcul de la matrice globale de rigidité K

Matrice élémentaire de rigidité :

eK =
eEeA

eℓ

[
1 −1

−1 1

]
=

4EA

ℓ

[
1 −1

−1 1

]
e = 1, 2, 3, et 4.

Assemblage de la matrice globale de rigidité :

K =
4EA

ℓ


1 −1 0 0 0

−1 2 −1 0 0

0 −1 2 −1 0

0 0 −1 2 −1

0 0 0 −1 1



1

2

3

4

5

1 2 3 4 5

1

2

2

2

1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

Même matrice que celle obtenue la semaine dernière à l’aide de l’approche globale.
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Calcul du vecteur global des forces externes r

Rappel : ξ = 1
eℓ (2x− xi − xi+1)

Pour 1Ω on a ξ = 8x
ℓ − 1

1r1 =

∫ ℓ/4

0

q̂

(
1− 4x2

ℓ2

)
1

2

[
1−

(
8x

ℓ
− 1

)]
dx =

23q̂ℓ

192

1r2 =

∫ ℓ/4

0

q̂

(
1− 4x2

ℓ2

)
1

2

[
1 +

(
8x

ℓ
− 1

)]
dx =

7q̂ℓ

64

Pour 2Ω on a ξ = 4x
ℓ − 3

2r1 =

∫ ℓ/2

ℓ/4

q̂

(
1− 4x2

ℓ2

)
1

2

[
1−

(
8x

ℓ
− 3

)]
dx =

13q̂ℓ

192

2r2 =

∫ ℓ/2

ℓ/4

q̂

(
1− 4x2

ℓ2

)
1

2

[
1 +

(
8x

ℓ
− 3

)]
dx =

7q̂ℓ

192
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Calcul du vecteur global des forces externes r

Pour 3Ω et 4Ω on q = 0 donc 3r = 4r = 0.

Assemblage du vecteur global des forces externes :

r =



1r1
1r2 +

2r1
2r2 +

3r1
3r2 +

4r1
4r2

 =
q̂ℓ

192


23

7 + 13

7 + 0

0 + 0

0

 =
q̂ℓ

192


23

34

7

0

0

 .

Même vecteur que celui obtenu la semaine dernière à l’aide de l’approche globale.

Remarque (conservation de la charge totale) : on peut vérifier que la somme des forces

nodales
∑5

i=1 ri = q̂ ℓ
3 est égale à la force totale appliquée sur la structure:∫ ℓ

0

q dx =

∫ ℓ/2

0

q̂

(
1− 4x2

ℓ2

)
dx = q̂

ℓ

3

33 / 34



Calcul de la solution approchée

Système linéaire réduit : Krédqréd = rréd

Kréd =
4EA

ℓ


2 −1 0 0

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

0 0 −1 1

 , rréd =
q̂ℓ

192


34

7

0

0

 .

Déplacements nodaux approchées :

qréd = K−1
rédrréd =


q2

q3

q4

q5

 =
q̂ℓ2

192EA


55

96

96

55

 .
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