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Meéethode des eléments finis : approche locale

e Caractere compact des fonctions de forme nodales
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Restriction de la solution u" sur I'élément fini générique ¢Q

uh(x) euh
)t
@
gih{xy /| N/ |\ T
gi+1 hir1(x)
/ €0 X
o 'a ™\ Y
® (== A e 9 ®

Grandeurs globales Grandeurs locales




Meéthode des éléments finis : approche locale

e Caractérisation de la restriction éu" de la solution u" sur
I'élément fini générique*2
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Methode des éléments finis : approche
locale

e Restriction de la solution sur un élément fini a deux nosuds
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Localisation des déplacements nodaux
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Exemple de localisation et tableau de connectivité associé
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Critéres de convergence a satisfaire par les fonctions “h.(X)

Critére de complétude L _ .
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Critere de continuité € Iapproche giobaie

e Criteres de continuité restreinte

ehi(xj) = 5|j (1,]=1,2, ..., ¢p) c

Critére de déplacement rigide
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Assemblage des grandeurs €lémentaires
Rappel de la forme faible approchée
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Meéthode des éléments finis : approche locale

Assemblage des grandeurs élémentaires
Rappel de la forme faible approchée
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Assemblage des grandeurs €lémentaires
Rappel de la forme faible approchée

he U j EA (duh/dx) (dsun/dx) dx
= P suh(/) + jq&uhdx v suh e VP
Prise en compte de I'additivité de I'intégration (M éléments finis)
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Meéthode des éléments finis : approche locale

Insertion de I'approximation locale  eyh = °H eq

" e5uh — e5q
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Meéthode des éléments finis : approche locale

Insertion de I'approximation locale  eyh = °H eq
h — €
. tou" = "H ¢
Ze5qT [LQeEeA (d°H'/dx) (d°H/dx) dx - ¢q
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Forme faible discrete locale K = r
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Matrice élémentaire (*px¢p) de rigidité
°K = LQeEeA (d°HT/dx) (d°H/dx) dx

e Vecteur élémentaire (®px1) des forces extérieures
or = *H'(1) P &, + ], *HT sq

e Opération d'assemblage des matrices et vecteurs élémentaires

m
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Meéthode des éléments finis : approche locale

o Exemple d'assemblage d'éléments finis a deux points nodaux
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Meéthode des éléments finis : approche locale

_ IK

Assemblage 1
schématique dela 2
matrice de rigidité

globale




Meéthode des éléments finis : approche locale
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Meéthode des éléments finis : approche locale

Assemblage
schématique de la
matrice de rigidité

globale
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Meéthode des éléments finis : approche locale
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Meéthode des éléments finis : approche locale
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Methode des éléments finis : approche
locale
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Matrice de rigidité d'un élément fini a deux points nodaux
Changement de repéere
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Meéthode des eéléments finis : approche locale

Fonctions de base linéaires de I'élément

*hy *hy
T

hy = %(1_5)

o _ 1 L
h, =5(1+¢)

x=-1 x=+1



Meéthode des éléments finis : approche locale

Composantes de la matrice de rigidité
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Meéethode des eléments finis : approche locale

Matrice élémentaire de rigidité
e _ eeeal 1 -1 Matrice (2x2)
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Meéthode des éléments finis : approche locale

Matrice élémentaire de rigidité
. ceeal 1 -1 Matrice (2x2)
K = e | 1 1 singuliére

Matrice indépendante de la
A position de |'élément fini

dans le réseau

Parametres de la matrice : matériau
A (°E) et géométrie (A, °/) de
I’élément fini
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Meéthode des éléments finis : approche locale

Systéme d’équations linéaires K q =
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Meéthode des éléments finis : approche locale

e Prise en compte de la condition aux limites essentielle en X = 0
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

~ 2
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Barre prismatique soumise a une charge répartie
et subdivisée en quatre éléments finis identiques



Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité

¥/ -1 1 / -1 1
o Assemblage de la matrice globale de rigidité
11 -1
-1 1
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité

eK:eEeA 1 -1 :4|5A[1 —1]
v -1 1 / -1 1
o Assemblage de la matrice globale de rigidité
11 -1
-1 141 -1
K = 4EA -1 1
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité

eK:eEeA 1 -1 :4|5A[1 —1]
v -1 1 ¢ -1 1
o Assemblage de la matrice globale de rigidité
11 -1
-1 141 -1
K = 4EA 1 141 -1
: -1 1
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité

eK:eEeA 1 -1 :4|5A[1 —1]
v -1 1 / -1 1
o Assemblage de la matrice globale de rigidité
11 -1
-1 141 1]
K ="A [ a1

¢
-1 11
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité
‘EAl 1l -1, 4EA| 1 -1
v -1 1 A |

eK:

o Assemblage de la matrice globale de rigidité
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice élémentaire de rigidité
‘EAl 1l -1, 4EA| 1 -1
v -1 1 A |

eK:

o Assemblage de la matrice globale de rigidité
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Matrice globale de rigidité

e Composantes du vecteur élémentaire des forces externes

/6 - _
.eQ @ (=12

er = |

11/10/2017

1 -1 0 0 0 |
-1 2 -1 0 O
4EA
K = Ve 0O -1 2 -1 0
O 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1 |

Mélange de

grandeurs

globales et
locales

A



Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Calcul des composantes du vecteur des forces externes

1r1 @u 1-— 4X2) [1dX = 23qg/192

{1— }%(l—ééd = 23G¢/192

1r1

A E= (X=X —X, )l = &= pour L0
A Intégration
locale possible
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Calcul des composantes du vecteur des forces externes

Ir, = _’émq (1- 4><2) 1l @ dx = 23G¢/192
'ry = ,'5/4@( 4Xz)lﬁl @» dx = 7G¢/64
= mq( 4XZ)121 (% dx = 13G¢/192
Af = (X=X =X )l = &= pour 1o
A Termes dépendant de la

position de |'élément fini
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
r, = LMCI( 4XZ) [1+(8X 3] dx = 74//192
3, =3r, = 4y = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

_qe T
r = 23 21
192{1 !




Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2r, = jmq( )2+ (B -9 dx = 7447192
3, =3r, = 4y = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

_ 4 o3 9113 7 T
192{ t !




Exemple d’application de la méthode

des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)

’r, = Lmq (1~ 4X2) [1+(8X 3] dx = 764/192

3, =3r, = 4y = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

r = 9 123 21413 7-
192

-0, 0
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Exemple d’application de la méthode

des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)

o, = [, 00- 491 @

3, =3r, = 4y = 4r2 =0

3)] dx = 7¢¢/192

e Assemblage du vecteur des forces externes

r = 9 £23 214113 740, 0
192
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2r, = 4X2 8X —
= [ aa-40l L+ B -3 o = 70192
oy =01 =0 S 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

- 4 (3@ BE OGO OF

192
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2r, = 4X2 8X —
= [ aa-40l L+ B -3 o = 70192
oy =01 =0 S 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

RN ED D OL;

192

e \ecteur des forces externes

_ af
r = 23,34,7,0,0
192{ 4
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2r, = 4X2 8X —
= [ aa-40l L+ B -3 o = 70192
oy =01 =0 S 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

RN ED D OL;

192

e \ecteur des forces externes

Y, Conservation de
r — 1%2 {23, 34, 7, 0, 0} A la charge totale
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Systeme d'équations linéaires

1 -1 0 0 0][9 23
a1 2 10 0163
A 42 1 ollg =90y
/ 192
0 0 -1 2 -1|/9, 0
0 0 0 -1 1|0 0

Systeme
singulier




Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Systeme d'équations linéaires

15—,
n -2 L 00 d, y
=AY -1 2 -1 ollgl =49
¢ 192

¢ 0 -1 2 -1/lq,

0 0 0 -1 1%

Prise en compte de
I'encastrement au nceud 1
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Systeme réduit d’équations lin€aires

2 -1 0 0][Y9 34
4EA|-1 2 -1 0 |G| §G¢ |7
¢ 0 -1 2 -1//9 | 192]0

0 0 -1 1) |6Y 0

Résolution du systeme par la méthode
d‘élimination de Cholesky




Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Solutions nodales
0, = 41G¢%/(768EA)
0, = G/%/(16EA)
d, = G¢°/(16EA)
o = G//(16EA)

o Déplacement approché

a2
uh(x) = quA {0.05339 h,(x) + 0.0625 h,(x)
+ 0.0625 h,(x) + 0.0625 h.(x)]}



Exemple d’application de la méthode

des éléments finis

0.06 —
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Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

0.06 —

0.04 —

0.02 —

/N

q¢

EA uh

2

solution

exacte

\

solution
_ approchee
a quatre éléments

xl¢
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1.0



Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

h :
E'AA‘ | solution
q/ exacte
0.06 | \ .
solution
_ approchee
0.04 — a quatre éléments
solution
approchée
0.02 , a huit éléements
’ solution
approchée
a deux éléments X7
0.

| | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Exemple d’application de la méthode
des éléments finis

e Discussion des résultats et commentaires

Accroissement de la précision globale avec le nhombre P
d’éléments finis du réseau

Solution exacteen X = 0 Cond|_t|on aux I_lr,mtes
essentielle verifiee par

I"approximation un

. Superconvergence
Solutions nodales exactes P , 9
(résultat non

généralisable)

Condition aux limites _ ,Approxllmauon
naturelle exacte en X = / lineaire (resultat non
genéralisable)
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Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% ALLONGEMENT D'UNE BARRE DISCRETISEE EN ELEMENTS
LINEAIRES
% Initialisation des variables
close all
clear all
syms E A L xsi le je dxsidx h HB Q Ke K re r
syms Kr rr q
nelem=4;
nnode=nelem+1;
% Test
t=idivide (int32 (nelem) ,int32(2)) ;
if 2*t~=nelem
warning('nelem impair')
break
end



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% Définition des fonctions de base et de leurs dérivées
le=L/nelem;
je=le/2;
dxsidx=2/le;
h(l)=(1-xsi)/2;
h(2)=(1+xsi)/2;
H=[h(1) ,h(2)];
B=diff (H,xsi) *dxsidx;
% Calcul de la matrice élémentaire de rigiditeé
Ke=int (E*A* (transpose (B) *B) *je,xsi,-1,1)
% Assemblage des quantités élémentaires
K(1l:nnode,l:nnode)=0;
for i=l:nelem

for j=1:2

for k=1:2
K(i+j-1,i+k-1)=K(i+j-1,i+k-1)+Ke(j, k);



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

end
end
K
end
% Calcul des vecteurs élémentaire et global des charges
externes
r(1l:nnode)=0;
for i=1l:nelem/2
x=le* (i-1)* (1-xsi) /2+le*i* (1+xsi)/2;
re=int (H*Q* (1-4* (x/L) *2) *je,xsi,-1,1)
for j=1:2
r(i+j-1)=r(i+j-1)+re(j);
end
r

end



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

% Résolution du systeme d'équations

Kr=K (2 :nnode, 2 :nnode)

rr=r (2 :nnode)

g=inv (Kr) *transpose (rr)

% Application numérique

E=1

A=1

Q=1

L=1

g=eval (q)

w(l:nnode)=0;

for i=2:nnode
w(i)=q(i-1);

end



Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’une barre

y=[0:1/nelem:1];

plot(y,w)
xlabel ('x/L') ;
ylabel ('EAu/ (QL*2) ') ;

moodle.epfl.ch : charge.m = \MATLAB\work
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