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approche locale

FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

e Caractere compact des fonctions de forme nodales

hi(x) Hrcenvénient
- " A .
grebale
O J—— iO O—C O—0O
i hi+1(X)
X
—O-O—0O— O—/—0 O—0O
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1
°h.(X) fonctions °() élément générique
de base 1 a deux nosuds
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF
e Restriction de la solution U" sur I'élément fini générique Q2
Uh(X) eyh
@D
BT
qi hi(X) ........................................... -
............................... Qi+1 Ni+1(X)
/ eQ X
e 2D 2D ( N\ )
\T/ _/ N N \ \ _/ _/ \T/
Xx=0 X=/
Grandeurs globales Grandeurs locales
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

e Caractérisation de la restriction €u" de la solution u" sur
I'élément fini generlqu

S _ e °P nombre de nceuds
eg) = Z n; (X) i = H(X) . de I'élément ¢

matrice (1x®p) des
@-I = ['h, °h,, ..., °h;, ..., ehep] fonctions de base de
I'élément °Q2

vecteur (°px1) des
{501, ®dys s ¥y s O 1T déplacements nodaux
de I'élément °Q2

Ca
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ECOLE POLYTECHNIQUE
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approche locale . MAF

e Restriction de la solution sur un élément fini a deux nosuds

() = 2009 G = HKX

e hy o h,
eH — [ehl’ ehz] _ﬁ
°g = {%0;, °0,}' .
Neutralisation de la 0]
— o \
A condition aux limites 1/ ED
essentielle en X =0 K
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O
-0
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X=/

Prof. Th. Gmiir
Méthode des éléments finis -49-

11/10/2017
Octobre 2018



A

Prof. Th. Gmiir
Méthode des éléments finis
Octobre 2018
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Localisation des déeplacements nodaux

‘g = 'Lg
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P = nombre
total de nceuds
(point nodal "0"

compris)

matrice (°p @
booléenne de
localisation

Condensation de la
localisation sous la forme
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approche locale . MAF

e Exemple de localisation et tableau de connectivité associé
‘0 ‘o g o\ o

5

O_

0 X

O w
O

2

-0 .
-0 o

X

pour I'élément fini *Q2

4I_:{000100
000010

e 1o 20 30 40 °
numerotation 1 1 2 3
locale 2 2 3 4
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

- Critéres de convergence a satisfaire par les fonctions “h;(X)

Critere de compléetude - _ _ ‘
Critere de différentiabilité ACrlteres identiques a ceux

Critére de continuité de l'approche globale

e Criteres de continuité restreinte

ehi(xj) =6 0,j=12,..,°%) c

Critere de déplacement rigide

()
Critere de déformation constante Z [dehi(X)/dX] =0
i=1
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

« Assemblage des grandeurs élémentaires

Rappel de la forme faible approchee

uh e L jg EA (duh/dx) (dauh/dx) dx
= P &uh(¢) + ﬁq suhdx V ouh e v
0

Prise en compte de l'additivite de I'intégration (M élements finis)

i [ (duh/dx) (@uM/dx) dx
&L @) o, - [ @@uNd
(£) Gern @1 X

Restriction a
I'élément €2
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

« Assemblage des grandeurs élémentaires

Rappel de la forme faible approchee

h e Uh: j EA (duh/dx) (dsuh/dx) dx
= P suh(¥) + J'q5uhdx v suh e Vh

Prise en compte de I'additivité de I'integration (M eléments finis)
m
Z j QeEeA (deun/dx) (desul/dx) dx
T~ PeaU(l) Gy — | g odundx
0

Aée-l-&pﬁ*%h@
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

« Assemblage des grandeurs élémentaires

Rappel de la forme faible approchee

h e Uh: j EA (duh/dx) (dsuh/dx) dx
= P suh(¥) + J'q5uhdx v suh e Vh

Prise en compte de l'additivite de I'intégration (M élements finis)
m

| cEeA (deun/dx) (deaun/dx) dx

2.1,
e=1 _ Pe5uh(€)— Lgeq eSuh dx

A Condition aux limites naturelle
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

Insertion de I'approximation locale  eyh = *H Eq

eé‘uh — He§q
Z 5qT[ j °E°A (d°H'/dx) (d°H/dx) dx - eq A

= HT(E)Péem j *HT eq dx _o.
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Méthode des éléments finis MCPH

FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

Insertion de 'approximation locale  eyh = °H °g
esuh = °H e5q
Z 5qT[ | eE°A (d"HT/dx) (°H/dx) dx - °q
- HT(z)Péem j ‘HTeqdx | = 0 V &

Insertion de la localisation des déplacements  €Q = L g

5] = °L &g
@ LT[ *E°A (d°HT/dX) (d°H/dx) dx -°L g

- HT(z)Péem—j *HT eqdx -0.
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

Forme faible discréte locale K q=r
m
> eLT[ _LQeEeA (d*HT/dx) (d°H/dx) dx | °L - g
e=1
matrice de m
rigidite K = 3oL {eHT(Z) P Gy + [ HT eq x
e=1 2
vecteur des forces
il X appliquées r
K= LUK L
e=1 L1z :
m grandeurs élementaires
r=> °LTer
e=1
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

e Matrice élémentaire (*pX%€p) de rigidité

°K = LgeEeA (d°HT/dx) (d°H/dx) dx

e Vecteur élémentaire (°px1) des forces extérieures

er =*HT()) P &, + LQEHT e dx

e Opération d’assemblage des matrices et vecteurs élémentaires

m
e=1 A operateur
m
d'assemblage
r=> °LTer T =
e=1
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

e Exemple d’assemblage d’éléments finis a deux points nodaux

1,Q ZQ j—1!2 jQ j+1_(2 m_Q
O O—0O O O O—0O
3 -1 4 | i+1 i+2 p ptl
x\ 0
1 2
eQ 1[2 2_(2 j_lﬂ j_() j+1Q mQ
1 1 2 s -1 i i+1 " p
2 2 3 " [ i+1 42 . ptl
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Assemblage
schématique de la
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lK .
’K
ko)
\ / j—lK
J—lk11 \—L/ JK
j_lk21 | Jk]_2 j+1K
oo ) Jkl( | e
Ko1
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L IMaF

_ 1k _
Assemblage L 7
schématique de la 2
matrice de rigidite 5 1y
globale N 12 14
i-1 T j
- K
i J_lk21 \\\ jk12 j+1K
i+1 ko, + jkll/J |,
; k21
1+2 Jk22 + Jt kll mK
Structure Mgy h
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Assemblage
schématique de la
matrice de rigidite

globale

Sommation
A des termes
communs
Structure
A en forme
de bande
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

e Matrice de rigidité d’'un elément fini a deux points nodaux
Changement de repere

1 ehl eh2
G = g[zx_xi ~Xipg) A
,/ :
70)
i Tox oy >@
XiT e/ TXHl 1 2
- > 5: -1 §: + 1

& coordonnée naturelle ou intrinseque
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

Fonctions de base linéaires de I'élément

“hy *h,
e 1
h, =5(01-9)
1
e, _ 1
h, =50+
vy S
/ _/
1 2
g=-1 E=+1
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Composantes de la matrice de rigidité

Ky = ), 7B A (dhy/dx)? dx

= : °E °A (¢°h,/d£(dZX){aX)

_ ._|_1 eE GA{_]_}Z{ 2 e€

K, = I °E A (d°hy/d) (d"h/ch) dx
= _°E°A /%

°k,, = _LQGE A (dh,/dx)? dx = °E °A/
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

Matrice élémentaire de rigidité
e _ CEA[1 -1 AI\/Iatr' o (2%2)
v -1 1
Critere de
A déplacement
rigide
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FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale . MAF

Matrice élémentaire de rigidité

e ‘EAl 1 -1 Matrice (2x2)
K = ) | 1 1 singuliére

Matrice indépendante de la
A position de I'élement fini

dans le réseau

Parametres de la matrice : matériau
A ('E) et géométrie (A, “/) de
I'élément fini
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- Systéme d'équations linéaires K q =

Prof. Th. Gmiir
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e Prise en compte de la condition aux limites essentielle en X =0

|.A

P
p+1
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

A 2
q=q(1—4;‘2)

E, A
W\/ 0 03 yh o 0
P —P —Pp
1 2 3 4 5
O N N ) N X, X
ql — O \_/ \/ \_/ \/ .
o) 20 30 ‘0
0l 02 r/4 ol4 02 04
| | | P
4
- >

Barre prismatique soumise a une charge répartie
et subdivisée en quatre éléments finis identiques
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Exemple d’application de la s
meéthode des elements finis . MAF
e Matrice éléementaire de rigidite
oK — ‘EAl 1 -1 :4EA{ 1 —1}
v -1 1 1 -1 1
e Assemblage de la matrice globale de rigidité
11 -1
-1 1
eK — @
/
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Exemple d’application de la i o
methode des élements finis L MaF
e Matrice éléementaire de rigidite
e - EAIL -1 :4EA{1 —1}
-1 1 /-1 1

e Assemblage de la matrice globale de rigidité

T1 -1
-1 141 -1
K = 4% -1 1
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methode des élements finis L MaF
e Matrice éléementaire de rigidite
e - EAIL -1 :4EA{1 —1}
-1 1 /-1 1

e Assemblage de la matrice globale de rigidité

1 -1
-1 141 -1
eK=4€iA 1 1l1 1
1 1
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Exemple d’application de la i o
methode des élements finis L MaF
e Matrice éléementaire de rigidite
e - EAIL -1 :4EA{1 —1}
-1 1 /-1 1

e Assemblage de la matrice globale de rigidité

1 -1
-1 141 -1
eK=4€ﬂ\ 1 141 -1
1 1l 1
1 1
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Exemple d’application de la i o
methode des élements finis L MaF
e Matrice éléementaire de rigidite
e - EAIL -1 :4EA{1 —1}
-1 1 /-1 1

e Assemblage de la matrice globale de rigidité
1 -1
@D
/
T @D
-1 1 |
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Exemple d’application de la i o
methode des élements finis L MaF
e Matrice éléementaire de rigidite
e - EAIL -1 :4EA{1 —1}
-1 1 /-1 1

e Assemblage de la matrice globale de rigidité
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

e Matrice globale de rigidité

1 -1 0 0 0 |
-1 2 -1 0 O
4EA
K = T o -1 2 -1 O
0O 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1

e Composantes du vecteur élémentaire des forces externes

. _ Mélange de
" =12 A v
2 globales et

locales

Prof. Th. Gmiir
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FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes

Ir, @.; = 4x2) [1dx = 23Q¢/192
ry {1 ﬁl‘}1(1 Nd 23G0/192

A E= (X=X =X, )l = & = pour L0
A Integration
locale possible
Prof. Th. Gmir
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes

AL n
Ir, = j ql- 4XZ) [1dx = 2301192

4, - A
Ir, = J, q@1- 4><2)1 1+ (8_X—1)j dx = 7q//64

_ 'mq( 4><2)l 1 - (8X jdx = 13G¢/192

Af = (X=X =X )0 = & = pour 10

A Termes dépendant de la
position de I'élement fini
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FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
r, =[0G D)1+ & -3 de = 740192
3y, = 3r, = 4r; = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

_q¢ T
r = 23 21
192{1 !
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
= [, 00- )1+ B -9)ox = 740192
3y, = 3r, = 4r; = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

_ Ol r93 2113 7 T
192{’ ti3 ;
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
= [, 00- )1+ B -9)ox = 740192
3y, = 3r, = 4r; = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

- 93 01413 7F0 0] ¥
192
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2
r, =[0G D)1+ B -3 de = 7q0/192
3y, = 3r, = 4r; = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

_ A0 r93 21413 740 010 of'
192{ | | ’
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FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2
r, =[0G D)1+ B -3 de = 7q0/192
3y, = 3r, = 4r; = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

- ¥ @ RO o

192
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2
r, =[0G D)1+ B -3 de = 7q0/192
3y, = 3r, = 4r; = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

RN EP DL

192

e Vecteur des forces externes

_ Ol r93 34 7 ¢ OV
192{’ ’11}
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e (Calcul des composantes du vecteur des forces externes (suite)
2
r, =[0G D)1+ B -3 de = 7q0/192
, =3, = % = 4r2 =0

e Assemblage du vecteur des forces externes

RN EP DL

192

e Vecteur des forces externes

G/ Conservation de
= 1q9—2{23, 34,7, 0, 0} A la charge totale
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

e Systeme d’'équations linéaires

Prof. Th. Gmiir
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0

Systeme
singulier

1 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2
0O 0 -1

0 O

0 0]
0 O
-1 0
2 -1

1 1
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Exemple d’application de la
methode des éléments finis

e Systeme d’'équations linéaires

1 ) A N_| N NN

L -4 |\ \ U \ U |1 J

e 2 10 0% 3

Al 1 2 -1 ollel =97
/ 192

0 0 -1 2 -1|/4, 0

0 0 0 -1 16 0

Prise en compte de
I'encastrement au nosud 1
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FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Systeme reduit d’équations lineaires

2 -1 0 0149 34
AEAI-1 2 -1 0|9 Ge | 7

¢ lo -1 2 -1/19,| 192]0
0 0 -1 1|9 0

Résolution du systeme par la méthode
d’élimination de Cholesky
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

méthode des élements finis L MaF

e Solutions nodales
q, = 41q¢%/(768EA)
0; = (¢%/(16EA)
d, = q¢¢/(16EA)
o; = §/%/(1L6EA)

e Déplacement approché

£ 02
un(x) = %{0.05339 h,(x) + 0.0625 hy(x)
+ 0.0625 h,(x) + 0.0625 h.(x)]}
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— solution
ql exacte
0.06 —
0.04 —
0.02 —
x/¢
0. | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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L IMaF

x/¢

h

E{*‘; solution

q¢ exacte
0.06 —
solution
approchee
0.04 — a guatre éléments
0.02
0. | | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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h :
E{*‘; solution
q¢ exacte
0.06 —
solution
_approchee
0.04 — a quatre éléments
3 solution
/ _ approchee
0.02 | i/ a huit eléments
A & \ solution
_ approchée
a deux élements X//
0. | | | | |
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Exemple d’application de la M

FEDERALE DE LAUSANNE

meéthode des eléments finis L MAF

e Discussion des résultats et commentaires

Accroissement de la precision globale avec le nombre P
d’élements finis du réseau

: _ Condition aux limites
Solution exacte en X = 0 . o
essentielle verifiee par

I'approximation un

- rconvergen
Solutions nodales exactes SU[EETCCTHEEENEE
(résultat non

géneéralisable)

.. . Approximation
Condition aux limites linéaire (résultat non
naturelle exacte en X = ¢ o UE

généralisable)
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Exemple d’application (Matlab) :  EHE

FEDERALE DE LAUSANNE

allongement d’une barre L MaF

% ALLONGEMENT D*UNE BARRE DISCRETISEE EN ELEMENTS
LINEAIRES
% Initialisation des variables
close all
clear all
syms E AL xsi le jJe dxsidx h HB Q Ke K re r
syms Kr rr ¢
nelem=4;
nnode=nelem+1;
% Test
t=1divide(int32(nelem), 1nt32(2));
1T 2*t~=nelem
warning("nelem impair®)
break
end
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Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’'une barre

% Définition des fonctions de base et de leurs
le=L/nelem;
je=le/2;
dxsidx=2/1le;
h(1)=(1-xs1)/2;
h(2)=(1+xs1)/2;
H=[h(1).h(2)];
B=difF(H,xs1)*dxsi1dx;
% Calcul de la matrice éléeémentaire de rigidite
Ke=1nt(E*A*(transpose(B)*B)*je,xsi1,-1,1)
% Assemblage des quantités élémentaires
K(1:nnode,l1l:nnode)=0;
for 1=1:nelem

for j=1:2

for k=1:2

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

dérivées

K(i+j-1, i+k-1)=K(i+j-1, i+k-1)+Ke(j ,k);
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Exemple d’application (Matlab) :  EHE

FEDERALE DE LAUSANNE

allongement d’une barre L MaF

end
end
K
end
% Calcul des vecteurs élémentaire et global des charges
externes
r(1:nnode)=0;
for 1=1:nelem/2
x=le*(1-1)*(1-xs1)/2+le*1*(1+xs1)/2;
re=int(H*Q*(1-4*(x/L)"2)*}je,xsi1,-1,1)
for j=1:2
r(it)-D=r(+j-1)+re(q);
end
-
end
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Exemple d’application (Matlab) :
allongement d’'une barre

% Résolution du systeme d"equations

Kr=K(2:nnode, 2:nnode)
rr=r(2:nnode)
g=1nv(Kr)*transpose(rr)
% Application numérique
E=1

it
R R

g=eval (q)
w(1:nnode)=0;
for 1=2:nnode

w(1)=q(1-1);

end

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application (Matlab) : o

FEDERALE DE LAUSANNE

allongement d’'une barre L MAF

y=[0:1/nelem:1];
plot(y,w)

xlabel ("x/L");

ylabel ("EAU/(QL"2) ") ;

moodle.epfl.ch : = \MATLAB\work

Prof. Th. Gmdr
Méthode des éléments finis -103- 11/10/2017
Octobre 2018



	Formulation intégrale du problème modèle de la barre
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Méthode des éléments finis : approche locale 
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application de la méthode des éléments finis
	Exemple d’application (Matlab) : allongement d’une barre
	Exemple d’application (Matlab) : allongement d’une barre
	Exemple d’application (Matlab) : allongement d’une barre
	Exemple d’application (Matlab) : allongement d’une barre
	Exemple d’application (Matlab) : allongement d’une barre

