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Résumé de la semaine 2



Probléeme modeéle : élastostatique d’une barre en traction/compression

Propriétés géométriques
m A section
m / longueur

Propriétés du matériau

m F module de Young

—_ — — — — —> —> —

U P Charges

> >

Q m g charge répartie axiale

E,A

m P force ponctuelle
Déplacement
m x coordonnée axiale

[
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Formulations de I’élastostatique d’une barre en traction/compression

Déterminer u € C?([0,4]) tel que

Forme forte —% (EA%) =q
u(0) =0, et EAZ(() =P
IPP '

Déterminer u € U tel que You € V
Forme faible

| f EAdu dou gp — P syl )—I—foeqéudx

dx dz
[ Méthode de Galerkin ] '
Y o
Forme faible Déterminer le vecteur a tel que
discrete

Ka=r
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Résumé des étapes de la méthode de Galerkin

@ Sous-espace des déplacements réels et virtuels : U = V.

® Choix d’'un sous-espace de dimension finie : U C U, o1 dim(U") = n.

® Définition des fonctions de forme : h;, i =1,2,...,n

Base du sous-espace U"
Condition de régularité

Condition aux limites essentielles

h; linéairement indépendantes
h; € H'(]0,£[)
hi(0) =0

® Expression des déplacements réels et virtuels approchés :

u'(z) = H(z)a = Zaihi(a@),
i=1

sul(z) = H(z)da = Z daihi(x)
i=1
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m La matrice de rigidité K (n x n) est définie par

dr dz

dh; dh;
dx d:n

’L_]_

B = % est la matrice (1 x n) des déformations.

m Le vecteur des forces appliquées r (n x 1) est défini par

44
r= HT(E)P+/ H'qdx
0

L
Ti:hi(f)P—l-/ hiqdzx, b= 1,200
0

ii=1,2,...

V4 i 4
K:/ EAdH dex:/EABTde
0

,n

,
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Principes de la méthode des

éléments finis



Divide et tmpera

m La géométrie d’un solide ou d’une structure est discrétisée lorsqu’elle est

subdivisée en un maillage d’éléments finis 'Q, ..., ™.

g
O
(@]
80
.
o)
=
il o)
O
(@]

m Cette discrétisation introduit une erreur d’approximation qui peut étre réduite
en utilisant un maillage plus fin (c’est-a-dire davantage d’éléments), ou en
augmentant la précision des éléments finis choisis.
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Eléments finis Fonctions de forme
—» .
‘Qe=1,...,m hi,i=1,...,p

Méthode des éléments finis :
m Cas particulier de la méthode de Galerkin, ou les fonctions de forme sont
systématiquement définies a partir des nceuds.
m Association d’une fonction de forme h; & chacun des p nceuds z;.

m Chaque fonction de forme est non nulle que sur un nombre tres limité
d’éléments finis (support compact).
m Le calcul de la matrice de rigidité et du vecteur des forces appliquées est

facilité par la nature locale des fonctions de forme.
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Approche globale des éléments

finis



Déplacements réel et virtuel approchées

Le déplacement approchée u” et le déplacement virtuel approchée du’ s’écrivent

comme combinaisons linéaires des fonctions de forme nodale :

n n
Version indicielle : u(z) = Z qihi(x) dul(z) = Z dqihi(x)
i=1 i=1
Version matricielle :  u"(z) = H(z)q oul(x) =H(z)dq
H=[hy, ha, ..., hi, ..., hy) matrice (1 x p) des fonctions de forme nodales
a=1[q, 9 -\ Gy -, q,p]T vecteur (p x 1) des déplacements nodaux réels
éq = [0q1, dq2, ..., Oqi, - .., 5qp]T vecteur (p x 1) des déplacements nodaux virtuels
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Fonctions de forme nodales globales

Principes de construction

Les fonctions de forme nodales globales
sont caractérisées par les propriétés suivantes :

m Leurs valeurs sont comprises dans 'intervalle [0, 1].
m Elles vérifient les 3 critéres de convergence.

m Elles vérifient le critere restreint de continuité.
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Criteres de convergence

@® Continuité : continuité des h; aux interfaces des éléments finis pour assurer

la continuité du déplacement approchée u”:

h; € C(]0,4])
® Différentiabilité : dérivabilité des h; a l'intérieur de chaque élément fini
pour assurer que u” appartienne & la classe des fonctions "
h; € C(°Q)

® Complétude : les h; forment une base complete pour 'espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a un certain degré. De plus, les h; permettent la
représentation des états de déformation constante et les déplacements rigides :

D hi(@)=1 et > Cf;;i (z) = 0.
i=1

=1
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Critere restreint de continuité

Les fonctions h; vérifient la propriété de Kronecker h;(x;) = d;;, out 6;; désigne

le symbole de Kronecker. C’est-a-dire

hz(l‘z) =1 et hz(:r;j) =0 sit 75 ]

Conséquences:

@® Caractérisation physique des inconnues :

p p
uh(wj) = Zqzhz(lj) = qj, et (5uh(:r;j) = Z(quhz(l]) = 0g;.
i=1 =1
® Caractere compact : h; est nulle sur tous les éléments finis qui ne sont pas

adjacents au noeud z;.
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Fonctions de forme linéaires
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Cas particuliers: h; et h,
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Cas particulier: noeuds équidistants
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Approximation du déplacement via des fonctions de forme linéaires

ul(z) = 3P| q;hi(x) est une fonction continue et linéaire par morceaux.

gi—1hi—1 .-

Ti—2 Ti—1 T Ti+1 Li+2

e—QQ e—lQ €0 e—HQ
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La solution linéaire par morceaux n’est pas solution de la forme forte

u" ne satisfait pas I’équation différentielle dans la forme forte.

h construite & Paide de fonctions de forme linéaires, est

La solution approchée u
continue et linéaire par morceaux, mais elle n’est pas deux fois dérivable sur
I’ensemble du domaine:

u" ¢ C2([0,4))

En revanche, u" € U" satisfait aux conditions de continuité imposées
par la formulation faible.

La méthode des éléments finis produit une solution approchée qui satisfait la
formulation faible approchée.
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Caractéristiques de la méthode

des éléments finis




Insertion des fonctions linéaires dans la forme faible discréte

Rappel (forme faible discréte):
On cherche a determiner le vecteur des déplacements nodaux q tel que, pour tout

vecteur de déplacements virtuel dq,
dq"(Kq—1)=0

ou

dh; dh;
dx da:

Z]_
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Propriétés de la matrice de rigidité

K est symétrique :
kij = kj;.
K est définie positive :
vIKv >0 pour tous vecteur non-nul v.
vI'Kv = 0 implique v = 0.
K est une matrice a bande : seuls les coefficients proches de la
diagonale principale sont non nuls.

Pour des fonctions de forme linéaires, K est tridiagonale :

kz’jzo si ‘Z‘—j‘>1.




Structure tridiagonale de la matrice K

P h;
1
(k1y k12 O 0 ] .
kor  koa ka3
K=10 ks ks 0
| 0 - 0 Kpp kpp | .
ou
kij = ’ EA ahs dh; dzx
0 dr dz
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Conditions aux limites essentielles

Déplacements Vecteurs
Encastrement
—_— approchées — nodaux
u(0) =0
(0) R (0) = 6uh(0) = 0 ¢ =08g1 =0

Consequence : réduction du systéme linéaire
m On impose ¢; = 0 et dg; = 0 dans la forme faible discrete
dqT(Kq—r) = 0.

m On élimine la premiere ligne et colonne de K et la premiere composante de r:

P p
6q"(Kq—r) = 25% Zkqu_] T 225% Zk‘z’jq]'—m' =0
i=2 =2
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Conditions aux limites essentielles

m Comme les d¢g; sont arbitraires, on obtient le systeme linéaire réduit
(P—1)x(p-1):

p
Zkijqj:ri pouri=2,...,p
j=2

C’est-a-dire

Kredqred = Iped

ou
koo ko3 g ; q2 T2
k k 0 q3 r3
Kred = 32 33 s Qred = | . | > Ired =
. . kp—1p '
L 0 kp,p—l kpp i g "p
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Conditions aux limites naturelle

Force ponctuelle

EA% () =P

Vecteur de forces appliquées

r=HT)P + f(f H” (z) q(x) dx

HT(E) = HT(%}) = [h1(zp), ha(zp), - - -, hp(zp)] = [0,0, ..., 1]

Consequence : seule la fonction de forme associée au noeud d’extrémité droite

h,) contribue a la force nodale appliquée:
(hp ppliq

0

4
/
0

- 23 / 38



Approche globale des éléments finis : avantages et inconvénients

Avantages : Inconvénients :

v Systématisation du processus : X Prise en compte limitée de la
approximation via des polynomes de compacité des fonctions de forme
faible degré continus par morceaux. nodales.

v/ Fonctions de forme a support X Pas de mise a profit de I'additivité
compact : matrice de rigidité peu de l'intégration : intégrales calculées
dense, condition aux limites plus sur I’ensemble du domaine.
simples a implémenter. X Limitée par la taille: cotiteuse en

v Interprétation physique des temps et en mémoire pour les grands
inconnues : déplacements discrets. problemes.
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Exemple d’application de la

méthode des éléments finis




Barre prismatique éncastrée soumise a une charge quadratique

2/2 2/2

—_— > —> —> >

E A

Données de I’exemple
m Charge quadratique axiale agissant sur la moitié de la structure :
q(<—%3 0<az<l/2
q(x) =
0 0)2<x</t

m Charge ponctuelle axiale agissant sur I'extrémité droite nulle : P =0
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Adaptation de la formulation faible approchée

q

g
Charge quadratique
appliquée q

‘ > T
/2 14
m La condition aux limites naturelle devient
du
FA—(0) =0.
O

m La formulation faible approchée s’écrit : déterminer u® € U” tel que
du" ds 42 4a?
/EA““d / sul <1—Z2>dx v ouh € V!
dx 0
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Discrétisation du domaine

La discrétisation choisie est composée de : 5 nceuds équidistants (p = 5), 4

éléments finis (m = 4), fonctions de forme linéaires par morceaux.

0/4

¢/4

¢/4

¢/4
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Calcul de la matrice de rigidité K
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Calcul de la matrice de rigidité K

Cas la:i=j5=1

(//1]
dx

1 O o— T
//| 6/4 f
O o— T
0/4 ( —4/0——
4/4 2
kll=/EA<dh1 —EA/ _ N gy 2 4E4
0 l
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Calcul de la matrice de rigidité K

Cas 1b: i=j5=5
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Calcul de la matrice de rigidité K

N 4/t — dhs

];.) (/.I'

) o o o— T
o . o e/4  €/2 )
e/4 02 )
—4/0 I
e/2
koo :/ EA (dh2 - EA/ %

Remarque : koo = k33 = kyy
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Calcul de la matrice de rigidité K

Cas 3:i=j5—-1

1h---- 4/t @ dho
}Ll ho dx dx
o o— I
o— /4 2/2 l
(/4 £)2 i
Yy —
/4

klz—/ EA(Z};)(CZ;Z)dx—EA/O <_%>(%> dx:—#

Remarque : k?lg = k‘gl. De plus, k‘gg = k?34 = k‘45 = k32 = ki43 = ]{554.

32 / 38



Calcul de la matrice de rigidité K
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Calcul du vecteur des forces externes r

Ces intégrales sont longues a calculer manuellement. Il est donc recommandé
d’utiliser un ordinateur ou un logiciel de calcul symbolique pour effectuer ces

calculs de maniere efficace et précise.
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Calcul de la solution approchée

m Systéme linéaire réduit : K, jQreq = Ired

2 -1 0 0 34

W _ABA|-1 2 -1 0 g |7
ed T g -1 o2 1] Tt T 192 | o
0 0 -1 1 0

m Déplacements nodaux approchées :

95

-1 ik 96

Ared = B cglred = m 96
95
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Comparaison entre solution exacte et solutions approchées

004t e 004~

002+

—— Solution approchée via 2 éléments finis Solution approchée via 4 éléments finis

—— Solution exacte —— Solution exacte
o . 0 -

Eay Eay
e ] B 00s ]
002
1 001 - 1
—— Solution approchée via 8 éléments finis ~——— Solution approchée via 16 éléments finis

—— Solution exacte —— Solution exacte
T T T T T o i i P— T T

2 4 ‘s s 7
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Lissage des contraintes et des déformations

Les dérivées de u” sont discontinues aux interfaces des éléments.

. du™ I !
Déformations : &' = —— e
d T 03 —— Contrainte approchée via 16 éléments finis
duh o
Contraintes : o = Ed— .
T

sont discontinues aux interfaces.

Lissage
Pour obtenir une approximation plus précise et continue de la contrainte et de la
déformation, on peut effectuer un post-traitement :

m Moyenne sur les éléments adjacents a un noeud (nodal averaging).

m Interpolation des valeurs moyennes sur 1’élément.
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Superconvergence

La superconvergence est un phénomene ou la solution approchée est exacte

aux noeuds, méme si elle n’est quune approximation ailleurs dans le domaine :

uM(z;) = u(z;), pour tous les noeuds ;.
1

/

— Solution approchés via 8 éléments finis|
— Solution exacte

Ce phénomene est tres particulier au probleme spécifique que nous examinons
et ne peut pas étre généralisé a tous les problemes résolus a l'aide de la
méthode des éléments finis.
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