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Série n˝8

Exercice 1 : Pour chacun des ordinaux α suivants, décrire un bon ordre sur
l’ensemble N des naturels de type d’ordre α.

1. ω ;

2. ω ` 1 ;

3. ω ` ω ;

4. ω ` ω ` 17 ;

5. ω ¨ 3 ;

6. ω2 ;

7. ω2 ` ω ¨ 3 ` 5 ;

8. ω ¨ 4 ;

9. ω ¨ 4 ` 7 ;

10. ω3 ;

11. ω3 ` ω ¨ 4 ` 7 ;

12. ωω.

Exercice 2 :
Calculer les expressions suivantes :

1. 3 ` ω

2. ω ` 3

3. ω ` 15 ` ω ` 9 ` 3 ` ω

4. ω ¨ 3

5. 3 ¨ ω

6. pω ¨ 3q ¨ pω ¨ 5q

7. ω2 ¨ ω

8. ω ¨ ω2

9. pω ` 3q ¨ 4

10. 4 ¨ pω ` 3q

11. pω ` 3q ¨ ω

12. ω ¨ pω ` 3q

13. 10 ¨ ω ¨ 7 ¨ 3 ¨ ω

14. ω3 ¨ ω2 ¨ 9 ¨ ω ` 7 ¨ ω4 ` 3 ¨ pω ` 2q

15. 2 ¨ ω3 ¨ 3 ` ω6 ` pω ` 3q ¨ 12
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Exercice 3 :
Soient A “ pA,ăAq, B “ pB,ăBq et C “ pC,ăCq trois bons ordres.

1. Nous définissons la somme A ‘ B de A et B comme l’ensemble pA ˆ

t0uq Y pB ˆ t1uq muni de la relation

px, iq ăA‘B py, jq ssi

$

’

&

’

%

i “ j “ 0 et x ăA y, ou
i “ j “ 1 et x ăB y, ou
i “ 0 et j “ 1.

Montrer que A ‘ B est un bon ordre. Donner un isomorphisme entre
pA ‘ Bq ‘ C et A ‘ pB ‘ Cq.

2. Nous définissons le produit A b B de A et B comme l’ensemble A ˆ B
muni de la relation

pa, bq ăAbB pa1, b1q ssi

#

b ăB b1, ou
b “ b1 et a ăA a1

Montrer que A b B est un bon ordre. Donner un isomorphisme entre
A b pB ‘ Cq et pA b Bq ‘ pA b Cq.

3. Soient pA,ăq un bon ordre et pBa,ăaq un bon ordre pour tout a P A.
Nous définissons la somme

ř

pA,ăqpBa,ăaq des pBa,ăaq le long de pA,ăq

comme l’ensemble
S “

ď

aPA

Ba ˆ tau

muni de la relation

pb, aq ăS pb1, a1q ssi

#

a ă a1, ou
a “ a1 et b ăa b1.

Montrer que
ř

pA,ăqpBa,ăaq “ pS,ăSq est un bon ordre. Donner un iso-
morphisme entre B b A et

ř

AB.

Remarque. On peut montrer que pour tous ordinaux α et β

1. la somme ordinale α ` β est l’unique ordinal isomorphe à pα, Pq ‘ pβ, Pq ;

2. le produit ordinal α ¨ β est l’unique ordinal isomorphe à

pα, Pq b pβ, Pq –
ÿ

ξăβ

α.
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