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Solutions de la série n˝7

Solution de l’exercice 1 :
1. Nous considérons le langage L`

0 “ L0 Y tcu où c est un nouveau sym-
bole de constante. Pour tout n P N non nul, on considère la formule
ψn : Dxpxˆnq “ c. Considérons la L`

0 -théorie T` “ T Y tψn : n P Nu.
Nous montrons que T` est finiment satisfaisable.

Soit F Ď T` une théorie finie, et posons N “ maxtn P N : ψn P F u
(existe car F fini !). Étendons la L0-structure N en une L`

0 -structure
NN en posant cNN “

ś

0ăiďN i. Nous affirmons que NN |ù F . En effet,
comme N |ù T , nous avons aussi NN |ù T . De plus si ψn P F , alors
n ď N et donc n divise

ś

0ăiďN i, par conséquent NN |ù ψn. Ainsi
comme F Ď T Y tψn : 0 ă n ďMu, nous avons NN |ù F .

Par le théorème de compacité, la théorie T` est donc satisfaisable, soit
donc M` une L`

0 -structure qui satisfait T`. Notons M la L0-structure
obtenue de M` en oubliant l’interprétation du symbole de constante c.
La L0-structure M convient. En effet, M` |ù T et donc M |ù T . De
plus, pour m “ cM

`

P |M| comme M` |ù ψn pour tout n P N non nul,
nous avons bien que MyÑm |ù Dxpxˆnq “ y pour tout n P N non nul,
ou autrement dit nM « divise » m pour tout nombre naturel n non nul.

2. Soit M une L0-structure M telle que M |ù T . Soit p : N Ñ |M| une
fonction. Si p est un plongement : N Ñ M, alors pp0q “ pp0N q “ 0M.
De plus, toujours par la définition de plongement, nous devons avoir pour
tout n P N que ppn` 1q “ ppSN pnqq “ SMpppnqq. Ainsi nécessairement,
si p est un plongement : N ÑM, alors ppnq “ nM. Ceci montre l’unicité.
Pour l’existence, il suffit de montrer que p : n ÞÑ nM est un plongement.
Pour voir que p est injective, observer que pour tous n,m P N distincts,
N |ù ␣pn “ mq, et donc comme M |ù T , M |ù ␣pn “ mq. De plus
nous avons bien pp0N q “ pp0q “ 0M, et pour tout n P |N |, ppSN pnqq “
ppn ` 1q “ n` 1M “ SMpnMq “ SMpppnqq. Finalement si m,n P N,
nous avons N |ù m`n “ m` n et donc M |ù m`n “ m` n et donc
pour tous m,n P |N |

ppm`N nq “ m` nM “ mM`M nM “ ppmq`M ppnq.

Le cas du symbole de fonction binaire ˆ est tout à fait similaire.
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Solution de l’exercice 2 :
1. Soit peiqiPN une chaîne infinie descendante dans un ordre total pE,ăq.

L’ensemble non-vide S “ tei : i P Nu n’a pas d’élément minimal. En effet,
pour tout ei P S, on a ei ą ei`1.

2. Soit S Ď E non-vide sans élément minimal. Pour tout s P S, notons
Predpsq “ tx P S : x ă su. Comme Predpsq “ H si et seulement si s est
minimal dans S, pour tout s P S, on a Predpsq non-vide. Par l’Axiome
du Choix, on choisit, pour tout s P S, xs P Predpsq. Fixons s0 P S. Puis,
on définit par récurrence sn`1 “ xsn . Alors psnqnPN est une chaîne infinie
descendante de pE,ăq.

3. Supposons que T est une L-théorie qui axiomatise la classe des bons
ordres. Considérons L1 “ LY tcn : n P Nu, où chaque cn est un nouveau
symbole de constante. Considérons la théorie T 1 “ T Y tcn`1 ă cn : n P
Nu. On montre que T 1 est finiment satisfaisable. Soit F Ď T 1 un sous
ensemble fini, et soit N P N tel que F Ď T Y tcn`1 ă cn : n ď Nu.
Considérons le L1-structure

N “

C

N,ăN, c
N
n “

#

N ´ n si n ď N ,
0 sinon.

G

où ăN désigne l’ordre usuel sur N. Il est clair que N ( F. Ainsi, T 1 est
finiment satisfaisable. Par le théorème de compacité, T 1 est satisfaisable.
Soit donc M un modèle de T 1. La suite pcMn qnPN est une chaîne infinie
descendante. Ce qui est une contradiction puisque T Ď T 1 axiomatise les
bons ordres.

Solution de l’exercice 3 :
1. pñq Par contraposition, supposons que F n’est pas un ultrafiltre. Il existe

alors un sous-ensemble X Ď E tel que ni X P F ni EzX P F .
Montrons que la famille B “ tX X A | A P F u Y F est une base
de filtre. Premièrement H R B : d’une part H R F car F est un
filtre et d’autre part si pour A P F nous avions A X X “ H alors
EzX Ě A P F et donc EzX P F contredisant notre hypothèse.
Deuxièmement, comme pX X Aq X pX X Bq “ X X pA X Bq et que
F est un filtre, B est clos par intersection. Ainsi B est une base de
filtre et soit F 1 le filtre engendré par F . Nous avons alors F Ĺ F 1

montrant que F n’est pas maximal.
pðq Supposons que F est un ultrafiltre et soit G Ď PpEq avec F Ĺ G.

Il existe alors X P GzF . Puisque F est un ultrafiltre et que X R F ,
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nécessairement EzX P F et donc EzX P G. Puisque H “ X X

pEzXq, G ne peut pas être un filtre. Par conséquent F est maximal.

2. Soit F un filtre sur un ensemble E. Notons A l’ensemble des filtres sur E
qui étendent F partiellement ordonnés par l’inclusion. Montrons que A
est inductif. Soit C Ď A un sous-ensemble totalement ordonné de A. Nous
montrons que

Ť

C est un filtre.

a) Puisque pour tout F P C nous avonsH R F , il s’ensuit queH R
Ť

C ;

b) Soient A,B P
Ť

C, alors il existe FA, FB P C tels que A P FA et B P
FB. Puisque C est totalement ordonné, nous pouvons supposer sans
perte de généralité que FA Ď FB. Alors comme A et B appartiennent
au filtre FB, nous avons AXB P FB. Par conséquent AXB P

Ť

C ;

c) Soient A P
Ť

C et B Ď E avec A Ď B. Il existe F P C tel que A P F .
Puisque F est un filtre, nous avons B P F et donc B P

Ť

C.

Par le Lemme de Zorn, l’ensemble inductif pA,Ďq admet un élément maxi-
mal qui est un ultrafiltre par le point 1.

Solution de l’exercice 4 : Soit X un ensemble, et A Ď PpXq une famille de
sous-ensembles de X. Dans cet exercice, nous utiliserons la notation suivante :

č

A “
č

xPA
x.

Montrons la caractérisation d’espaces compacts.

Proposition. Soit X un espace topologique. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. X est compact ;

2. toute famille pFiqiPI de fermés de X dont l’intersection de toute sous-
famille finie est non vide possède une intersection

Ş

iPI Fi non-vide ;

3. tout ultrafiltre U sur X est convergent (c’est à dire qu’il existe un point
de X dont le filtre des voisinages est contenu dans U) ;

Démonstration. 1. Ø 2. On passe d’un énoncé à l’autre par complémentation
et la loi de De Morgan.

1. Ñ 3. En vue d’une contradiction supposons qu’il existe un ultrafiltre U sur
X qui ne converge pas. Alors pour tout point x P X on peut choisir un
voisinage ouvert Ox de x qui n’appartient pas à l’ultrafiltre U . Puisque
X est compact et que tOx | x P Xu est un recouvrement ouvert de X, il
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existe un sous-ensemble fini F de X tel que X “
Ť

xPF Ox. En particulier,
pour chaque x P F , Ox R U et donc XzOx P U . Mais alors comme U est
clos par intersection finie, on a H “ Xzp

Ť

xPF Oxq “
Ş

xPF XzOx P U ,
contredisant le fait que par la définition d’ultrafiltre H R U .

3. Ñ 2. Soit C une famille de fermés de X telle que l’intersection de toute
sous-famille finie de C est non vide. La famille de fermés

B “
!

č

F | F est un sous-ensemble fini de C
)

est une base de filtre, et il existe donc par le lemme de l’ultrafiltre (AC) un
ultrafiltre U qui étend B. Par 3., l’ultrafiltre U est convergent et il existe
donc x P X tel que tout voisinage de x appartient à U . Considérons
C P C. Comme U converge vers x, tous les voisinages de x intersectent C.
Puisque C est fermé, x P C. Ainsi,

x P
č

CPC
C

et donc
Ş

CPC C est non vide comme désiré.

Montrons maintenant les différents points de l’exercice.

1. Remarquons que x@x x “ xy “ X et que xDx ␣x “ xy “ H. En outre,
la famille txφy | φ formule close de Lu est close par intersection finie car
xφyXxψy “ xφ^ψy. En effet, pour tout T P X, T |ù pφ^ψq si et seulement
si (T |ù φ et T |ù ψ). Puisque tout T P X est close par conséquence
sémantique, T |ù Ψ ssi Ψ P T et nous avons xφ^ ψy “ xφy X xψy.

Nous allons maintenant montrer le théorème suivant en trois étapes.

Théorème (Compacité de l’espace des théories complètes). L’espace X des
théories complètes et closes par conséquence sémantique sur un langage L est
compact, séparé, et zéro dimensionnel.

2. Si T, T 1 P X sont distinctes, alors il existe φ une formule close avec φ P T
et φ R T 1. Puisque T 1 est complète et close par conséquence sémantique,
␣φ P T 1. On déduit de ce qui précède que xφy et x␣φy sont des voisinages
de T et T 1 respectivement.

3. Il suffit de voir que les membres de la base considérée txφy | φ formule close de Lu
sont aussi fermés. En effet, chaque xφy “ Xzx␣φy est le complémentaire
d’un ouvert de base.
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4. Soit U un ultrafiltre sur X. Pour tout T P X, choisir un modèle MT de
T . Considérer la théorie TU de la L-structure donnée par l’ultraproduit
M “

ś

TPXMT { U . Montrons que le filtre

VpTU q “ tV Ď X | il existe un ouvert V 1 tel que TU P V 1 Ď V u

des voisinages de TU est contenue dans U .
On a (‹) :
φ P TU ssi M |ù φ ssi (par le Théorème de Łoś) tT P X |MT |ù φu P U

ssi tT P X | φ P T u P U ssi xφy P U.
De plus, si V P VpTU q, on a TU P V 1 “

Ť

xφyĎV 1xφy Ď V. Donc il existe φ
telle que xφy Ď V et TU P xφy. Par (‹) :

φ P TU ssi xφy P U.

Et comme xφy Ď V et que U est un ultrafiltre, on a finalement V P U. Et
donc VpTU q Ď U. On conclut par la caractérisation des espaces compacts
que X muni de cette topologie est compact.

Nous allons maintenant montrer le théorème de compacité classique en deux
étapes.

Corollaire (Théorème de compacité classique). Un ensemble de formules closes
T admet un modèle si et seulement si tout sous-ensemble fini de T admet un
modèle.

5. Tout fermé de X est de la forme

Xz
´

ď

φPO

xφy
¯

“
č

φPO

pXzxφyq “
č

φPO

x␣φy

pour O un ensemble de formules closes de L.

6. Soit T un ensemble de formule finiment satisfaisable. Considérons la fa-
mille de fermés de X donnée par H “ txφy | φ P T u. Toute sous-famille
finie de H est d’intersection non vide car nous avons que x

Źn
i“1 φiy “

Şn
i“1xφiy et T est finiment satisfaisable. Par compacité, l’intersection

Ş

φPT xφy est non vide et contient donc une théorie complète X telle que
T Ď X. Par conséquent T est satisfaisable.
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