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Solutions de la série n˝5

Solution de l’exercice 1 :
1. La fonction f1 est une bijection de N dans Nzt0u. De plus, pour tout
n P N, nous avons f1pspnqq “ f1pn ` 1q “ n ` 2 “ spn ` 1q “ spf1pnqq.
Finalement, pour tous n,m P N, n ă m ssi n`1 ă m`1 ssi f1pnq ă f1pmq.
Par conséquent, f1 est un isomorphisme.
Si nous ajoutons un symbole de constante c au langage et que cN1 “ 0,
alors nécéssairement cN2 “ f1pc

N1q “ f1p0q “ 1.
2. La fonction f2 est injective. De plus, on vérifie que pour tous m,n P N,
m ă n ssi f2pmq ă f2pnq. La fonction f2 est donc un plongement de
pN,ăq dans pN,ăq. Toutefois, f2 n’est pas un plongement de pN, sq dans
pN, sq car ce n’est alors même pas un homomorphisme de L-structure. En
effet, spf2p0qq “ 1 ­“ 2 “ f2psp0qq.

3. L’inclusion de pN,ăq dans pZ,ăq est un plongement. Cependant, il n’existe
pas de plongement de pZ,ăq dans pN,ăq. Pour voir ceci, supposons qu’un
tel plongement f : ZÑ N existe. Soit n0 “ min f rZs l’élément minimal de
l’image de Z et soit x P Z avec fpxq “ n0. Puisque f est un plongement,
x ´ 1 ă x implique fpx ´ 1q ă fpxq “ n0, contredisant la minimalité de
n0.

Solution de l’exercice 2 :

1. Soit M de domaine Z{3Z avec fMpnq “ n ` 1 pour tout n P Z{3Z. On
vérifie que M |ù ϕ.

2. Nous nous proposons de montrer que pour toute L-structure M : si M *

ψ alors M * ϕ, autrement dit, si M |ù ␣ψ alors M |ù ␣ϕ. Soit M “

xM,fMy une L-structure telle que M |ù ␣ψ. Deux cas se présentent.
(i) Il existe m PM tel que m “ fMpfMpmqq. Alors en appliquant fM,

on obtient que fMpmq “ fMpfMpfMpmqqq. Par conséquent, m “

fMpmq ssi m “ fMpfMpfMpmqqq. C’est à dire que m “ fMpmq ou
m ‰ fMpfMpfMpmqqq et donc M |ù ␣ϕ.

(ii) Il existem PM tel que fMpmq “ fMpfMpmqq. Il suffit de considérer
l’élément fMpmq PM pour conclure que M |ù ␣ϕ.

Pour voir que ϕ ı ψ, nous montrons qu’il existe un modèle de ψ qui
satisfait ␣ϕ. Nous pouvons par exemple prendre S “ xN, succy où succ :
NÑ N est la fonction successeur n ÞÑ n` 1.
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3. Soient 3 “ t0, 1, 2u et une fonction g : 3Ñ 3 tel que x3, gy |ù ϕ. Nous mon-
trons que x3, gy est isomorphe au modèle M du point 1. de cet exercice.
Observons tout d’abord que x3, gy |ù tϕ, ψu (point (2) de cet exercice) as-
sure que 0, gp0q et gpgp0qq sont distincts deux à deux et que 0 “ gpgpgp0qqq.
Nous pouvons donc définir h : 3 Ñ Z{3Z par hp0q “ 0, hpgp0qq “ 1, et
hpgpgp0qqq “ 2. C’est un isomorphisme de L-structure. En effet, c’est une
bijection et pour tout i P 3, hpgpiqq “ hpiq ` 1.

4. Soit N “ xNˆZ{3Z, fN y où fN : NˆZ{3ZÑ NˆZ{3Z, pn, iq ÞÑ pn, i`1q.
Nous avons bien que |N | est dénombrable et que N |ù ϕ.

5. Nous montrons que toute L-structure infinie dénombrable M “ xM,fMy
qui satisfait ϕ est isomorphe au modèle N du point précédent. Soit donc
M une L-structure infinie dénombrable satisfaisant ϕ. On peut définir sur
le domaine de M la relation suivante, pour m,n PM ,

m „ n ssi pfMpmq “ n_ fMpfMpmqq “ n_m “ nq

La réfléxivité, la transitivité et la symétrie de „ découlent du fait que
M |ù ϕ et que ainsi pour tout m P M fMpfMpfMpmqqq “ m. C’est
donc une relation d’équivalence et ces classes d’équivalence sont les « or-
bites » tm, fMpmq, fMpfMpmqqu de f qui ont toutes cardinalité 3. Il y
a donc nécessairement un nombre infini dénombrable de classes d’équiva-
lence et nous pouvons choisir un unique représentant pour chacune d’elles
sous la forme d’une famille tmj | j P Nu. Nous pouvons alors définir un
isomorphisme h :M Ñ NˆZ{3Z par hpmjq “ pj, 0q, hpfMpmjqq “ pj, 1q
et hpfMpfMpmjqqq “ pj, 2q pour tout j P N. Il est clair que h est une
bijection. En outre, pour tout mj , la restriction de h à la sous-structure
dont le domaine est la classe d’équivalence de mj est un isomorphisme
vers la sous-structure de domaine tpj, iq | i P Z{3Zu par le point (3) de
cet exercice. Il s’ensuit que h est un isomorphisme.

Solution de l’exercice 3 :
Nous supposons dans chaque cas que CsqpT1q Ď CsqpT2q.
1. Si T1 est complète, nous n’avons pas nécessairement CsqpT1q “ CsqpT2q.

En effet, prenons par exemple T1 “ ThpMq la théorie d’une L-structure
M et T2 l’ensemble des formules closes de L. Nous avons alors que T1 est
complète et que @x␣x “ x R T1 “ CsqpT1q et @x␣x “ x P T2 “ CsqpT2q.

2. Si T2 est satisfaisable, nous n’avons pas nécessairement CsqpT1q “ CsqpT2q.
En effet, considérons les formules closes φ1 : DxDy␣x “ y qui exprime qu’il
existe au moins deux éléments distincts, et φ2 : DxDy@zpz “ x _ z “ yq
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qui exprime qu’il y a au plus 2 éléments distincts. Alors pour T1 “ tφ1u

et T2 “ tφ1, φ2u nous avons que T2 est satisfaisable, car t1, 2u |ù T2, et
que φ2 P CsqpT2qzCsqpT1q, car t1, 2, 3u |ù φ1 ^␣φ2.

3. Si T1 est complète et T2 est satisfaisable, alors CsqpT1q “ CsqpT2q. Nous
montrons que CsqpT2q Ď CsqpT1q.
Soit φ P CsqpT2q. Puisque T2 est satisfaisable, alors il existe une L-
structure M avec M |ù T2. Comme CsqpT1q Ď CsqpT2q, il s’ensuit que
M |ù T1. Soit N une L-structure satisfaisant N |ù T1. Comme T1 est
complète, tous les modèles de T1 sont élémentairement équivalents. En
particulier, N |ù φ si et seulement si M |ù φ. Or M |ù φ, il s’ensuit que
φ P CsqpT1q.

Solution de l’exercice 4 :
1. Par exemple φ1 : Dx@ypRpy, xq Ñ y “ xq ;
2. Toute bijection d’un ensemble A vers un ensemble B est un isomorphisme

de structures égalitaires de xA,“y dans xB,“y. Nous avons vu que N
est Z sont équipotents. Ils sont donc isomorphes en tant que structure
égalitaire et donc élémentairement équivalents. Toute formule vraie dans
l’un est vraie dans l’autre ;

3. Par exemple φ3 : Dx␣pxb x “ xq ;
4. Par exemple φ4 : @x@ypxb x “ y b y Ñ x “ yq ;
5. Par exemple φ5 : Dxpxb x “ d‘ dq ;
6. Par exemple φ6 : @xpRcxÑ Dypy b y “ xq.

Solution de l’exercice 5 :
1. Soit x P E. Il est clair que ∅ R Vpxq. Si A,B P Vpxq, alors il existe des

ouverts UA, UB tels que x P UA Ď A et x P UB Ď B. Comme UAXUB est
ouvert et x P UA X UB Ď A X B, on obtient A X B P Vpxq. Finalement,
il est clair que si A P Vpxq et A Ď B, alors B P Vpxq. Ainsi, nous avons
montré que le filtre des voisinages Vpxq de tout élément x P E d’un espace
topologique est un filtre.

2. Supposons tout d’abord que E est de Hausdorff. Par l’absurde, suppo-
sons qu’il existe un ultrafiltre U qui converge vers x P E et vers y P E, où
x ‰ y. Comme E est de Hausdorff, il existe des voisinages ouverts Ux et
Uy de x et y dont l’intersection est vide. Comme U converge vers x, on a
Ux P Vpxq Ď U . De même, on obtient Uy P U . Ainsi, ∅ “ Ux XUy P U , ce
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qui est une contradiction.
Pour montrer l’implication inverse, supposons que E n’est pas de Haus-
dorff. Ainsi, il existe x, y P E qui ne peuvent pas être séparés par des
ouverts disjoints. Considérons l’ensemble

B “
␣

Ax XAy | Ax P Vpxq, Ay P Vpyq
(

.

Comme x, y ne peuvent pas être séparés par des ouverts disjoints, ∅ R B.
De plus, si Ax, A

1
x P Vpxq et Ay, A

1
y P Vpyq, on a pAxXAyqX pA

1
xXA

1
yq “

pAx X A1
xq X pAy X A1

yq P B. Ainsi, on a montré que B est une base de
filtre. Par l’axiome de l’ultrafiltre, on étend le filtre engendré par B en
un ultrafiltre U . On montre que Vpxq Ď U . Soit A P Vpxq, alors on a
A “ AX E P B Ď U . De même, on obtient Vpyq Ď U , ce qui prouve qu’il
existe un ultrafiltre U qui converge vers au moins 2 éléments.

3. Supposons tout d’abord que E est compact et qu’il existe un ultrafiltre U
qui ne converge vers aucun point de E. Ainsi, pour tout x P E, il existe
Ax P Vpxq tel que Ax R U . Soit Ux un ouvert tel que x P Ux Ď Ax. On
a U A

x P U , car sinon Ux Ď Ax P U . Ainsi, l’ensemble tUx | x P Eu est
un recouvrement ouvert de E. Comme E est compact, il existe un sous-
recouvrement fini tUi | i ď ku. On obtient ∅ “

`
Ť

iăk Ui

˘A
“

Ş

iăk U
A
i P

U , qui est une contradiction.
Supposons maintenant que E n’est pas compact, ainsi, il existe un recou-
vrement ouvert tUi | i P Iu qui n’admet pas de sous-recouvrement fini.
Considérons l’ensemble

B “

$

&

%

˜

ď

jPJ

Uj

¸A

| J un sous-ensemble fini de I

,

.

-

.

On a ∅ R B, car sinon il existe un sous-recouvrement fini de tUi | i P Iu.
De même, si J, J 1 Ď I sont des sous-ensembles finis, on a

˜

ď

jPJ

Uj

¸A

X

¨

˝

ď

jPJ 1

Uj

˛

‚

A

“
č

jPJ

U A
j X

č

jPJ 1

U A
j “

č

jPJYJ 1

U A
j “

¨

˝

ď

jPJYJ 1

Uj

˛

‚

A

.

Ainsi, B est une base de filtre. Par l’axiome de l’ultrafiltre, il existe un
ultrafiltre U qui étend le filtre engendré par B. Pour tout x P E, on a
x P Ux P Vpxq. Comme U A

x P B Ď U , on obtient Vpxq Ę U , et ainsi il
existe un ultrafiltre qui ne converge vers aucun élément de E.
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