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Solutions de la série n°5

Solution de l'exercice 1 :

1. La fonction f1 est une bijection de N dans N\{0}. De plus, pour tout
n € N, nous avons fi(s(n)) = filn+1) =n+2 = s(n+1) = s(fi(n)).
Finalement, pour tousn,m € N,n < mssin+1 < m+1ssi fi(n) < fi(m).
Par conséquent, f; est un isomorphisme.

Si nous ajoutons un symbole de constante ¢ au langage et que M = 0,
alors nécéssairement V2 = fl(c/\/l) = f1(0) = 1.

2. La fonction f5 est injective. De plus, on vérifie que pour tous m,n € N,
m < n ssi fo(m) < fao(n). La fonction fy est donc un plongement de
(N, <) dans (N, <). Toutefois, f2 n’est pas un plongement de (N, s) dans
(N, s) car ce n’est alors méme pas un homomorphisme de L-structure. En
effet, s(f2(0)) = 1 + 2 = fa(s(0)).

3. L’inclusion de (N, <) dans (Z, <) est un plongement. Cependant, il n’existe
pas de plongement de (Z, <) dans (N, <). Pour voir ceci, supposons qu’un
tel plongement f : Z — N existe. Soit ng = min f[Z] I’élément minimal de
I'image de Z et soit x € Z avec f(x) = ng. Puisque f est un plongement,
x — 1 < z implique f(x — 1) < f(z) = ng, contredisant la minimalité de
ng.

Solution de I'exercice 2 :

1. Soit M de domaine Z/37Z avec f*(n) = n + 1 pour tout n € Z/3Z. On
vérifie que M = ¢.
2. Nous nous proposons de montrer que pour toute L-structure M : si M F

Y alors M F ¢, autrement dit, si M = —¢ alors M | —¢. Soit M =
(M, M une L-structure telle que M = —1p. Deux cas se présentent.

(i) 1l existe m e M tel que m = fM(f™(m)). Alors en appliquant fM,
on obtient que fM(m) = fM(fM(fM(m))). Par conséquent, m =
fM(m) ssim = MMM (m))). Cest a dire que m = fM(m) ou
m # M) et done M = —o.

(ii) Il existe m € M tel que fM(m) = fM(fM(m)). Il suffit de considérer
I’élément fM(m) € M pour conclure que M = —¢.

Pour voir que ¢ # 1, nous montrons qu’il existe un modéle de @ qui
satisfait —¢. Nous pouvons par exemple prendre S = (N, succ) ou succ :
N — N est la fonction successeur n — n + 1.
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3. Soient 3 = {0, 1, 2} et une fonction g : 3 — 3 tel que (3, g) = ¢. Nous mon-
trons que (3, g) est isomorphe au modéle M du point 1. de cet exercice.
Observons tout d’abord que (3, g) = {¢, ¢} (point (2) de cet exercice) as-
sure que 0, g(0) et g(g(0)) sont distincts deux a deux et que 0 = g(g(g(0))).
Nous pouvons donc définir h : 3 — Z/3Z par h(0) = 0, h(g(0)) = 1, et
h(g(g(0))) = 2. C’est un isomorphisme de L-structure. En effet, c’est une
bijection et pour tout ¢ € 3, h(g(7)) = h(7) + 1.

4. Soit N = (NxZ/3Z, fNVyou fN : NxZ/37 — NxZ/3Z, (n,i) — (n,i+1).
Nous avons bien que |[N| est dénombrable et que N = ¢.

5. Nous montrons que toute £-structure infinie dénombrable M = (M, fM)
qui satisfait ¢ est isomorphe au modéle AV du point précédent. Soit donc
M une L-structure infinie dénombrable satisfaisant ¢. On peut définir sur
le domaine de M la relation suivante, pour m,n € M,

m~n ssi (fMm)=nv fMFMm)=nvm=n)

La réfléxivité, la transitivité et la symétrie de ~ découlent du fait que
M = ¢ et que ainsi pour tout m € M fM(fM(fM(m))) = m. Clest
donc une relation d’équivalence et ces classes d’équivalence sont les « or-
bites » {m, fM(m), FM(fM(m))} de f qui ont toutes cardinalité 3. Il y
a donc nécessairement un nombre infini dénombrable de classes d’équiva-
lence et nous pouvons choisir un unique représentant pour chacune d’elles
sous la forme d’une famille {m; | j € N}. Nous pouvons alors définir un
isomorphisme h : M — N x Z/3Z par h(m;) = (4,0), h(f™(m;)) = (j,1)
et h(fM(fM(m;))) = (4,2) pour tout j € N. Il est clair que h est une
bijection. En outre, pour tout mj, la restriction de h a la sous-structure
dont le domaine est la classe d’équivalence de m; est un isomorphisme
vers la sous-structure de domaine {(j,7) | ¢ € Z/3Z} par le point (3) de
cet, exercice. Il s’ensuit que h est un isomorphisme.

Solution de I'exercice 3 :
Nous supposons dans chaque cas que Csq(T7) € Csq(T3).
1. Si Ty est compléte, nous n’avons pas nécessairement Csq(77) = Csq(T2).
En effet, prenons par exemple T} = Th(M) la théorie d’'une L-structure
M et T 'ensemble des formules closes de £. Nous avons alors que T est
compléte et que Va—x =z ¢ T1 = Csq(T11) et Ye—x = x € Ty = Csq(T?).

2. SiT» est satisfaisable, nous n’avons pas nécessairement Csq(77) = Csq(T2).
En effet, considérons les formules closes 1 : dzdy—x = y qui exprime qu’il
existe au moins deux éléments distincts, et 9 : JzIYVz(z = = v z = y)
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qui exprime qu’il y a au plus 2 éléments distincts. Alors pour T} = {1}
et To = {©1, 2} nous avons que Ty est satisfaisable, car {1,2} &= Ty, et
que @9 € Csq(T2)\Csq(Ty), car {1,2,3} = p1 A —pa.

. Si Ty est compléte et Ty est satisfaisable, alors Csq(71) = Csq(72). Nous

montrons que Csq(712) < Csq(11).

Soit ¢ € Csq(T3). Puisque Ty est satisfaisable, alors il existe une L£-
structure M avec M = Ty. Comme Csq(71) € Csq(T2), il s’ensuit que
M = Ty. Soit N une L-structure satisfaisant N' = 7. Comme T} est
compléte, tous les modéles de T} sont élémentairement équivalents. En
particulier, N |= ¢ si et seulement si M = p. Or M |= ¢, il s’ensuit que
¢ € Csq(Th).

Solution de I'exercice 4 :

SN ol

. Par exemple o1 : JzVy(R(y,z) - y = ) ;

. Toute bijection d’un ensemble A vers un ensemble B est un isomorphisme

de structures égalitaires de (A, =) dans (B, =). Nous avons vu que N
est Z sont équipotents. Ils sont donc isomorphes en tant que structure
égalitaire et donc élémentairement équivalents. Toute formule vraie dans
I'un est vraie dans 'autre ;

Par exemple @3 : Jz—(z Q@ z = x);

Par exemple ¢4 : VaVy(z Qz =yQy —> = =y);
Par exemple g5 : Iz(z @z =d®Dd);

Par exemple g : Vo (Rer — Jy(y @y = x).

Solution de l'exercice 5 :

1.

Soit x € E. Il est clair que @ ¢ V(z). Si A, B € V(z), alors il existe des
ouverts U, Up telsque x € Uy € A et x € Ug € B. Comme Uy nUpg est
ouvert et z € Uy nUp € A n B, on obtient A n B € V(z). Finalement,
il est clair que si A € V(x) et A < B, alors B € V(z). Ainsi, nous avons
montré que le filtre des voisinages V() de tout élément z € E d’un espace
topologique est un filtre.

. Supposons tout d’abord que E est de Hausdorff. Par I’absurde, suppo-

sons qu’il existe un ultrafiltre &/ qui converge vers x € E et vers y € F, o
x # y. Comme F est de Hausdorfl, il existe des voisinages ouverts U, et
Uy de = et y dont l'intersection est vide. Comme U converge vers x, on a
Uz € V(z) € U. De méme, on obtient U, € U. Ainsi, & = U, nU, €U, ce
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qui est une contradiction.

Pour montrer I'implication inverse, supposons que F n’est pas de Haus-
dorff. Ainsi, il existe z,y € E qui ne peuvent pas étre séparés par des
ouverts disjoints. Considérons I’ensemble

B={A;nAy| A eV(x), Ay e V(y)}.

Comme z,y ne peuvent pas étre séparés par des ouverts disjoints, & ¢ B.
De plus, si A;, A}, € V() et Ay, A} € V(y), ona (A nAy)n (A, nA)) =
(Az 0 Ay) 0 (Ay N A)) € B. Ainsi, on a montré que B est une base de
filtre. Par I'axiome de l'ultrafiltre, on étend le filtre engendré par B en
un ultrafiltre &. On montre que V(z) < U. Soit A € V(z), alors on a
A=AnFEeBcU. De méme, on obtient V(y) € U, ce qui prouve qu'il
existe un ultrafiltre & qui converge vers au moins 2 éléments.

3. Supposons tout d’abord que E est compact et qu’il existe un ultrafiltre &/
qui ne converge vers aucun point de E. Ainsi, pour tout x € F, il existe
Ay € V() tel que A, ¢ U. Soit U, un ouvert tel que z € U, < A,. On
a Ul € U, car sinon U, € A, € U. Ainsi, 'ensemble {U, | v € E} est
un recouvrement ouvert de E. Comme E est compact, il existe un sous-
recouvrement fini {U; | i < k}. On obtient @ = (|J; Ui)C == Ul €
U, qui est une contradiction.

Supposons maintenant que E n’est pas compact, ainsi, il existe un recou-
vrement ouvert {U; | i € I} qui n’admet pas de sous-recouvrement fini.
Considérons ’ensemble

C
B = (U Uj> | J un sous-ensemble fini de I
JjeJ

On a @ ¢ B, car sinon il existe un sous-recouvrement fini de {U; | i € I}.
De méme, si J, J' < I sont des sous-ensembles finis, on a

c

(o)« () -npsenes- 0 -y o

jeJ jeJ’ jeJ jeJ’ jeJuJ’ jeJuJ’

Ainsi, B est une base de filtre. Par 'axiome de I'ultrafiltre, il existe un
ultrafiltre U qui étend le filtre engendré par B. Pour tout « € F, on a
z € U, € V(r). Comme Ul € B € U, on obtient V(z) & U, et ainsi il
existe un ultrafiltre qui ne converge vers aucun élément de F.



